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В соответствии с Уставом Московского университета и приказом
Ректора МГУ № 83 от 31 января 2024 года «О проведении общеуни-
верситетской научной конференции «Ломоносовские чтения» для пред-
ставления и обсуждения результатов научно-исследовательских работ
по всем тематическим направлениям, подведения итогов деятельности
научных подразделений университета в 2023 году, а также согласно пла-
ну мероприятий по празднованию 270-летия Московского университета
ежегодная научная конференция «Ломоносовские чтения» пройдет на
факультете вычислительной математики и кибернетики с 20 марта по
3 апреля 2024 года.

Секция вычислительной математики и кибернетики научной конфе-
ренции «Ломоносовские чтения» включает следующие подсекции.

Секция 1. Информационная безопасность
(руководитель — академик РАН профессор Соколов И. А.).
Секция 2. Исследование операций
(руководитель — профессор Васин А. А.).
Секция 3. Математическая кибернетика
(руководитель — профессор Ложкин С. А.).
Секция 4. Кафедры системного анализа и нелинейных динамических
систем и процессов управления (соруководители — академик РАН про-
фессор Куржанский А. Б., профессор Фомичев В. В.).
Секция 5. Дифференциальные уравнения
(руководитель — профессор Ломов И. С.).
Секция 6. Кафедра автоматизации научных исследований
(руководитель — чл.-корр. РАН профессор Посыпкин М. А.).
Секция 7. Системное программирование
(руководитель — академик РАН профессор Аветисян А. И.).
Секция 8. Вычислительные методы
(руководитель — академик РАН профессор Четверушкин Б. Н.).
Секция 9. Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов
(руководитель — чл.-корр. РАН профессор Смелянский Р. Л.).
Секция 10. Теория вероятностей и математическая статистика
(руководитель — профессор Королев В. Ю.).
Секция 11. Оптимальное управление и дифференциальные игры
(руководитель — академик РАН профессор Осипов Ю. С.).
Секция 12. Интеллектуальные информационные технологии
(руководитель — профессор Машечкин И. В.).
Секция 13. Вычислительные технологии и моделирование
(руководитель — академик РАН профессор Тыртышников Е. Е.).
Секция 14. Алгоритмические языки
(соруководители — профессор Лукашевич Н. В., доцент Абрамов В. Г.).
Секция 15. Суперкомпьютеры и квантовая информатика
(руководитель — чл.-корр. РАН профессор Воеводин В. В.).
Секция 16. Математическая физика
(руководитель — профессор Разгулин А. В.).
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НАСКОЛЬКО СЛУЧАЙНЫ КВАНТОВЫЕ ГЕНЕРАТОРЫ

СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ?
Анашин Владимир Сергеевич

Кафедра информационной безопасности, e-mail: vladimir.anashin@cs.msu.ru

Хорошо известно, что, согласно теореме Котельникова-Шеннона, шифр
гаммирования математически недешифруем тогда и только тогда, когда гамма
является случайной равновероятной последовательностью. В практических же
приложениях используется гамма следующих двух типов.

1. Гамма, которая вырабатывается с помощью некоторого алгоритма, но счита-
ется неотличимой от случайной за полиномиальное время в силу того, что в
противном случае за полиномиальное время решалась бы и некоторая эта-
лонная математическая задача, считающаяся трудной в том смысле, что для
ее решения не найдено до сих пор алгоритмов, имеющих полиномиальную
по времени сложность.

2. Гамма, которая вырабатывается некоторым физическим устройством, кото-
рое реализует некоторый процесс, считающийся случайным на основании
каких-то физических предположений.

Первый тип генераторов гаммы назовем математическими генераторами, а
второй — физическими. Многие современные генераторы второго типа яв-
ляются квантовыми, т.е. в их основе лежат некоторые квантовые процессы
(например, блуждание частиц в полупроводниковых сверх-решетках [1]), слу-
чайность которых, кроме стандартных процедур тестирования с помощью
наборов статистических тестов, обосновывается распространенным тезисом об
имманентной случайности квантового мира. Отметим, что тезис об имманент-
ной случайности квантового мира — это не физический постулат, а некоторое
предположение, с которым не все физики согласны. Более того, некоторые из-
вестные физики разрабатывают интерпретации квантовой механики, в которых
отсутствует предположение об имманентной случайности, но зато присутствует
предположение о детерминированности. Эти интерпретации разрабатывают
такие физики, как например, лауреат Нобелевской премии по физике Жерар эт
Хоофт [2], Сабина Хоссенфельдер, Тим Палмер [3].

Таким образом, при использовании квантовых генераторов гаммы ссылаться
на имманентную случайность квантового мира как обоснование криптогра-
фической стойкости нельзя, как и на то, что гамма, вырабатываемая этими
генераторами, не отличается стандартными наборами статистических тестов
от случайной, поскольку многие математические генераторы гаммы, заведомо
не удовлетворяющей криптографическим требованиям, тоже успешно прохо-
дят все статистические тесты. Следовательно, требуется какой-то иной метод
обоснования того, что квантовый генератор гаммы является приемлемым для
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использования в потоковых шифраторах. Именно этот вопрос был постав-
лен разработчиками квантового генератора [1] перед автором данной статьи. В
результате им были доказаны теоремы, суть которых состоит в том, что посколь-
ку любое измерение физической величины дает приближенный, а не точный
численный результат, то никакими физическими измерениями невозможно
отличить детерминированную последовательность от случайной. Строгую ма-
тематическую формулировку теорем и доказательства см. в [4]. Чуть более
точно одну из этих теорем можно на содержательном уровне сформулировать
так: любое хаотическое (в математическом смысле) преобразование может
быть с любой наперед заданной точностью смоделировано детерминированной
функцией, т.е., функцией, задаваемой некоторым автоматом Мили. Общая идея
этого подхода состоит в том, что рациональные целые p-адические числа всюду
плотны как в поле действительных чисел, так и в кольце Zp целых p-адических
чисел, а поскольку, как известно, функции, задаваемые автоматами Мили, со-
ставляют в точности множество всех функций, удовлетворяющих условию
Липшица с константой 1 относительно p-адической метрики, то оказывается
возможным выделить класс таких функций, которые равномерно приближают
и функции действительного аргумента относительно действительной метрики.

В результате оказывается, что для обоснования «приемлемой случайности»
последовательностей, вырабатываемых квантовым генератором случайных чи-
сел, требуется оценить число состояний автомата, моделирующего данный
генератор с точностью, максимально возможной для измерения значений со-
ответствующих физических величин. Согласно современной физической кар-
тине мира, эта точность заведомо не может быть лучше соответствующих
планковских единиц (планковского времени, планковской длины и т.п.), хотя,
разумеется реальная точность, достижимая ныне, на десятки порядков хуже
планковской. Оказалось, что в принципе такие оценки дать возможно, и они
для максимальной теоретически достижимой точности оказались с физической
точки зрения большими, порядка числа всех протонов во Вселенной. С точки
зрения современной криптографии это число, однако, не столь уж и велико, по-
рядка 1080. Это ставит некоторые вопросы о том, как и какой величной следует
оценивать допустимую стойкость криптографических систем, использующих
последовательности, вырабатываемые физическими генераторами случайных
чисел.
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АВТОМАТИЧЕСКАЯ ГЕНЕРАЦИЯ YARA-ПРАВИЛ ДЛЯ

ПОВЫШЕНИЯ УРОВНЯ ОБНАРУЖЕНИЯ НОВОГО

ВРЕДОНОСНОГО ПРОГРАММНОГО ОБЕСПЕЧЕНИЯ

Безвершенко Леонид Олегович, Намиот Дмитрий Евгеньевич
Кафедра информационной безопасности, e-mail: lbezvershenkoo@yandex.ru, dnamiot@gmail.com

В современном цифровом мире, где вредоносное программное обеспече-
ние (ВПО) непрерывно эволюционирует, обеспечение эффективной защиты
информационных систем от ВПО становится все более сложным и критиче-
ским аспектом информационной безопасности. Новые варианты вредоносных
программ, постоянно изменяющие свои техники и тактики, представляют
серьезные вызовы для существующих методов обнаружения и борьбы с ними.

Одним из первых предложенных и широко использованных подходов для
выявления ВПО является сигнатурный анализ. Этот метод основывается на
использовании уникальных сигнатур или признаков, характеризующих конкрет-
ные вредоносные файлы. Главным ограничением данного подхода является
отсутствие возможности обнаружить новые или измененные варианты вредо-
носных программ, для которых сигнатуры еще не созданы.

На данный момент широко используемым инструментом для сигнатурного
анализа является YARA [1]. YARA – мощный и гибкий инструмент для созда-
ния сигнатурных правил и последующего поиска в файлах или потоках данных
на основе этих правил. Основной принцип работы данного инструмента заклю-
чается в создании правил, которые описывают уникальные характеристики или
сигнатуры вредоносных программ. Условия могут включать сигнатуры, строко-
вые паттерны, двоичные последовательности, метаданные, характеристики и
другие атрибуты, которые могут быть связаны с определенным типом вредо-
носного ПО или подозрительного файла. Также поддерживается использование
переменных, операторов и функций, что дает аналитикам большой контроль
над процессом анализа.

В настоящее время создание эффективных YARA-правил для новых угроз
требует значительных ресурсов и экспертных знаний в области вредоносных
программ. Однако с учетом динамики развития ВПО, требуется инновационный
подход к автоматизации процесса создания правил с целью обеспечения более
высокого уровня обнаружения и адаптации к изменяющимся угрозам.

В данной работе рассматриваются алгоритмы и методы, используемые в
существующих инструментах для решения поставленной задачи, а также их
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ограничения. В инструменте yarGen [2] для генерации правил используются
нечеткие (fuzzy) регулярные выражения, классификатор наивного Байеса и
модель детектора бессмысленной информации, основанная на цепи Маркова.
В работе [3] предлагается использовать большие n-граммы совместно с но-
вым алгоритмом бикластеризации. В работе [4] рассматривается применение
нечетких хэшей, а также встраивание нечетких правил в правила YARA для
оптимизации их производительности во время этапа выполнения. В инстру-
менте YaraML [5], разработанном компанией SophosAI, применяются методы
машинного обучения, такие как логистическая регрессия и метод случайного
леса.
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СОЗДАНИЕ МОДЕЛИ ПРЕДИКТИВНОГО МОНИТОРИНГА

СИСТЕМЫ НА ОСНОВЕ ЦИФРОВЫХ МЕТРИК

Егоркин Андрей Владимирович, Намиот Дмитрий Евгеньевич
Кафедра информационной безопасности, e-mail: egorkinandrewv@mail.ru, dnamiot@gmail.com

Проблемы мониторинга. Мониторинг системы является одной из проблем
крупных IT-компаний. Из-за большого расширения инфраструктуры, его очень
трудно выполнять вручную, и не всегда можно вовремя реагировать на ин-
циденты. Человеческие ошибки несут финансовые и репутационные риски
компании. Однако, процесс мониторинга можно сделать более безопасным,
используя модели, основанные на машинном обучении. Можно предсказывать
поведение системы на необходимом для реагирования временном отрезке, что
снизит риск внезапных инцидентов безопасности.

Архитектура системы. Мониторинг выполняется при помощи метрик, со-
бираемых с оборудования. В данном случае, они собираются через систему
Prometheus. Для обучения модели, нужно использовать большой набор данных,
соответственно, собранные метрики нужно какое-то время хранить. Для этого
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была выбрана база данных PostgreSQL. После обучения на данных и работы
модели, спрогнозированные значения также попадают в базу данных, откуда
поступают в Grafana для визуализации и удобного анализа человеком. Так
как система состоит из нескольких обособленных пространств, получается
микросервисная архитектура.

Математическая основа модели прогнозирования. Так как модель пла-
нируется для использования в промышленной среде, в её основу взят метод
Хольта—Винтерса (или же тройного экспоненциального сглаживания) [1], по-
скольку он обладает важными качествами:

1. Сильной реакцией на мгновенные изменения, что позволит реагировать на
внезапное аномальное поведение системы

2. Параметром сезонности, при помощи которого можно делать качественные
предсказания на длительном временном отрезке и правильно обрабаты-
вать поведение системы, которое, несмотря на кажущуюся “аномальность”,
не является аномальным (например, резкие скачки или падения метрик в
определенное время суток или день недели)

Обучение модели (подбор оптимальных параметров метода Хольта—Винтерса)
осуществляется при помощи кросс-валидации временных рядов. Система осно-
вана на Kubernetes, соответственно, в ней время от времени могут появляться
и пропадать поды (“строительные блоки” Kubernetes), а у новых подов недо-
статочно данных для обучения. Для их обработки использован более простой
метод, аппроксимация при помощи метода наименьших квадратов [2]. Мы
получаем худшие предсказания, однако не теряем новые поды из вида, и можем
реагировать, если с ними что-то пойдёт не так.

Заключение. В итоге, мы получаем систему, которая способна упростить
и улучшить работу людей, занимающихся мониторингом. Конечно, мы не
сможем предсказать абсолютно правильное будущее, но в случае повышения
нагрузки на систему, можно будет заранее знать о потенциальном сбое и
заблаговременно предпринять меры по предотвращению инцидента.

Автор выражает благодарность П. Н. Турчину за постановку задачи.
Работа выполнена при поддержке ПАО “Сбербанк”.
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ОБЗОР СОСТЯЗАТЕЛЬНЫХ АТАК НА СИСТЕМЫ С
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В последние годы наблюдается значительный прогресс в развитии мультимо-
дальных моделей, которые, благодаря увеличению объема данных, повышению
сложности моделей и росту вычислительных мощностей демонстрируют такие
возможности, как работу с различной модальностью данных, перевод из одной
модальности в другую, а также последовательное рассуждение и контекстное
дополнение во время взаимодействия [1]. Это обеспечивает более комплексное
понимание контекста за счет использования различных типов данных, включа-
ющих в себя не только визуальные, текстовые и аудиовизуальные элементы, но
и пространственные данные, такие как тепловые карты и облака 3D точек.

Системы реального времени, использующие преимущества работы с различ-
ными модальностями данных, применяются для обеспечения автоматизации
клиентских сервисов и персонализированного взаимодействия с пользовате-
лями, анализа рыночных трендов и прогнозирования потребительского пове-
дения. Исследование атак на мультимодальные модели критически важно для
обеспечения их безопасности и надежности во время использования. Необна-
руженные уязвимости могут привести к нарушению конфиденциональности и
намеренным манипуляциям выходных данных, показывая вредоносные ответы
пользователю [2]. Анализ потенциальных атак позволяет улучшать защитные
механизмы моделей, гарантируя, что они защищены от стороннего вмешатель-
ства.

В рамках работы был проведен сравнительный анализ атак на модели
LLaMA-2-13B-Chat [3], LlaVa и PandaGPT [4], LlavaR [5] используя визуальные
состязательные примеры, созданные с помощью различных методов, включая
FGSM, Auto-PGD и другие. Исследованы также целевые атаки с ожиданием
получения вредоносного контекста, внедрение вредоносных инструкций и
атаки на утечку контекста. Эти методы атак демонстрируют, как состязательные
примеры могут влиять на поведение мультимодальных моделей, внедренных в
повседневное пользование, не меняя содержание тестового ввода [2].
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С приходом эры больших данных видеоконтент стал основным источником
обучения и развлечения. Стремительное увеличение количества мультимедий-
ной информации существенно повышает значимость быстрой обработки видео
и извлечения информации из него. Поиск нужной информации занимает много
времени. Для решения этой проблемы могут использоваться алгоритмы перево-
да видеопоследовательности в текст (video-text retrieval)[1], которые могли бы
быстро описать происходящее на видео, что существенно ускорит обработку
информации.

Перевод видео в текст является очень трудоемкой задачей. Одним из спосо-
бов решения задачи перевода видео в текст являются мультимодальные модели,
которые, благодаря увеличению объема данных, усложнению моделей и росту
вычислительных мощностей, могут работать с разными модальностями данных,
переводить из одной модальности в другую, рассуждать последовательно и
использовать контекст. За последние несколько лет был достигнут большой
прогресс в развитии таких моделей. Они могут одновременно взаимодейство-
вать с текстом, аудиоинформацией и изображением, что дает возможность
обрабатывать деконструированную видеопоследовательность. Проблема в том,
что при таком разложении видео часть информации теряется, поэтому ведутся
активные исследования по созданию более точного решения.

В рамках работы был проведен сравнительный анализ решения задачи пе-
ревода видеопоследовательности в текст с использованием классификатора
CLIP[2, 3] и различных мультимодальных моделей[4]. Были рассмотрены архи-
тектуры различных подходов к решению задачи. Кроме того, были выявлены
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ключевые направления для улучшения решения задачи, такие как увеличение
длительности видео, более подробное описание происходящего на нем.
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СВЕРХРАЗРЕШЕНИЕ ВИДЕО НА ОСНОВЕ ГЛУБОКОГО

ОБУЧЕНИЯ НА МОБИЛЬНЫХ УСКОРИТЕЛЯХ
Идрисов Ибрагим Эскирханович, Намиот Дмитрий Евгеньевич
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С ростом популярности устройств отображения высокой и сверхвысокой
четкости медиа контент соответствующего разрешения становится более рас-
пространенным и желаемым, а потому возрастает и значимость проблем более
эффективного использования хранилищ информации и ограниченности про-
пускной способности каналов связи.

Задача сверхразрешения заключается в получении изображения SR, явля-
ющегося восстановленным вариантом изображения с высоким разрешением
HR из соответствующего ему одного или нескольких изображений с низким
разрешением LR. В реальном мире это позволяет обходиться ресурсами, необ-
ходимыми лишь для хранения и передачи контента малого размера.

В общем случае методы сверхразрешения (одиночного) изображения об-
рабатывают одно изображение за раз, тогда как алгоритмы сверхразрешения
видео предполагают обработку нескольких последовательных изображений
(кадров) одновременно [1], чтобы использовать взаимосвязи между ними.

Благодаря успеху алгоритмов глубокого обучения в различных областях,
методы сверхразрешения, основанные на них, получили широкое распростране-
ние, однако достижение высокого качества требует больших вычислительных
затрат. Более того, когда дело доходит до развертывания моделей на мобильных
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устройствах, необходимо учитывать особенности используемых мобильных
ускорителей для разработки более эффективных решений [2].

В рамках работы рассматриваются конкретные сценарии для решения задачи
серхразрешения видео. Исходное разрешение видео составляет 640 × 360, а
целевые разрешения: 1280× 720 (увеличение в 2 раза) и 1920× 1080 (увеличе-
ние в 3 раза). В качестве тестовой среды разработано мобильное приложение,
позволяющее проигрывать тестовые видео стандарта H.264 в цветовом про-
странстве YCbCr 4:2:0 и выполнять профилирование. В результате работы
демонстрируется эффективность предложенных подходов, оценивается визу-
альное качество и возможность расчета в реальном времени (воспроизведение
со скоростью 30 кадров секунду) на мобильных ускорителях, выполняется
сравнение с существующими легковесными подходами [3].
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В последние годы большие языковые модели (LLM) продемонстрировали
значительные успехи в различных задачах обработки естественного языка,
включая машинный перевод, суммаризацию и ответы на вопросы (QA). Это
привело к увеличению их использования как в академических исследованиях,
так и в коммерческих приложениях. Однако, с ростом популярности LLM,
также возрастают и риски, связанные с их использованием [1, 2].

В данной работе рассматриваются возможные атаки на LLM, предлагается
классификация атак. Атаки на LLM могут быть классифицированы по различ-
ным критериям, например, по способу воздействия на модель. Атаки могут
быть направлены на отравление данных, которые используются для обучения
модели. Такие атаки могут приводить к смещению ответов модели в разных
областях или к возможности использования специальных запросов (триггеров)
для получения некорректного поведения модели. Так же атаки могут пред-
ставлять из себя специальные запросы, которые направлены на получение
некорректных ответов модели или на получение конфиденциальных данных.
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Для защиты от атак на LLM необходимо принимать меры предосторожно-
сти. Например, можно использовать методы проверки и верификации данных,
чтобы убедиться в их достоверности и надежности. Также можно использо-
вать методы защиты модели, такие как обучение на зашумленных данных или
использование методов анонимизации.

В заключение, атаки на LLM представляют собой серьезную угрозу для
безопасности и надежности систем обработки естественного языка. Однако, с
помощью правильных мер предосторожности и исследований в этой области,
можно минимизировать риски и обеспечить безопасность и надежность LLM.
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Кобраузинг (co-browsing) — это технология, которая позволяет нескольким
пользователям взаимодействовать с одной и той же веб-страницей за счет
синхронизации действий. Данный инструмент обычно используется в контакт-
ных центрах, службах поддержки и продажах, где операторы могут работать
с клиентами, чтобы решить проблемы или помочь им в покупке продукта
или услуги. Сервисы с кобраузингом существуют давно, и пришли они из
электронной коммерции, когда группа людей с общими интересами, участники
которой физически находились рядом, хотели посмотреть и обсудить материал
на одной и той же веб-странице.

Частным случаем кобраузинга является совместный просмотр презента-
ций. Главное отличие заключается в том, что эта задача рассчитана только на
синхронизацию слайдов, в то время как общая задача позволяет ретранслиро-
вать любые веб-страницы. Как правило, сервисы для совместного просмотра
веб-страниц используют вспомогательный сервер, основной задачей которого
является пересылка изменений с одного клиента на другие. Подобные решения
требуют дополнительных действий от пользователя, таких как, регистрация
в сервисе, который предоставляет услугу кобраузинга или совместного про-
смотра слайдов, аутентификация, создание общей комнаты и передача ссылки
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на неё. Понятно, что без этого не обойтись при решении задачи кобраузинга
в общем виде. Однако если требуется организовать совместный просмотр
веб-ресурсов или презентаций для компании участников, расположенных физи-
чески рядом, то в таком случае можно избежать большинства действий и тем
самым предоставить людям более хороший пользовательский опыт.

Одним из главных шагов, предложенных в данной работе, является отказ от
использования дополнительного сервера. Вместо него для совместного просмот-
ра презентаций предлагается использовать модель сетевой пространственной
близости [1]. В данной концепции гео-координаты заменяются идентифика-
цией узлов беспроводных сетей. В качестве способа определения близости
беспроводных устройств предлагается использовать их ограниченную область
распространения сигнала. Данный подход обеспечивает конфиденциальность
совместных мероприятий, а также предоставляет группе людей возможность
свободно перемещаться, например, из одной аудитории в другую, при этом
сохраняя сессию кобраузинга.

В настоящей работе были рассмотрены и исследованы различные сете-
вые технологии [2, 3] и модели информационного вещания для мобильных
устройств [4]. В результате выполнения работы автором предложена собствен-
ная модель децентрализованной системы трансляции презентаций, в основе
которой лежит концепция сетевой пространственной близости. На базе дан-
ной модели разработано мобильное приложение «Proximity Slides» для ОС
Android [5].
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Что такое смарт-контракт? Смарт-контракт — это программный код, ко-
торый работает в семантике «если это, тогда то» и хранится в блокчейне.
Алгоритм его работы похож на алгоритм работы вендингового аппарата: при
выборе определенного товара и внесении достаточной суммы в аппарат, он
выдаст выбранный товар и при необходимости вернет сдачу. Смарт-контракт
регулирует выполнение заранее прописанного соглашения между двумя или
более сторонами в цифровой среде. Отличие таких цифровых соглашений от
традиционных в том, что для них не требуется третья доверенная сторона.

Для чего нужны смарт-контракты? Смарт-контракты используются [1]
для автоматизации и упрощения выполнения различных видов соглашений,
таких как финансовые транзакции, управление активами, организация электрон-
ных голосований и многое другое. Они позволяют устранить необходимость
доверия к третьим сторонам, снизить транзакционные издержки и риски мо-
шенничества.

Отличие смарт-контракта от обычной программы. Смарт-контракты
отличаются от обычных программ тем, что они выполняются в распределенной
среде, например в Ethereum [2], у них открытый исходный код и, в основном,
их нельзя изменить после развертывания в сети.

Безопасность смарт-контрактов. Неизменность смарт-контрактов после
развертывания, а также их открытость устанавливают высокую планку без-
опасности смарт-контрактов. Ошибки в коде несут высокие риски, так как
любой человек сможет найти их, внимательно изучив код, и, при возможности,
проэкспулатировать. Разработчик либо ничего не сможет сделать с ошибками,
либо придется пересоздавать смарт-контракт. Также существует множество
других угроз, связанных с функционированием смарт-контрактов, например,
угроза “повторного входа” (Reentrancy [3]).

В данной работе рассматриваются особенности блокчейн-сетей, смарт-
контрактов, их основные уязвимости, методы и подходы к обеспечению без-
опасности смарт-контрактов.
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Методы естественной аугментации изображений. Среди современных
методов аугментации изображений есть такие, которые направлены на защи-
ту обучаемой модели от различных атак, например, состязательных. Однако
известно, что даже при отсутствии атак модель в реальных условиях может
работать значительно хуже, чем на обучении и валидации.

В данной работе было решено сконцентрироваться на методах аугмен-
тации изображений, результат применения которых близок к естественным
воздействиям на объекты окружающей среды, с которыми модели машинно-
го обучения могут столкнуться в промышленном применении: со стороны
погодных условий; связанных с особенностями эксплуатации или неисправ-
ностями приборов восприятия окружающего мира (например, камер), и т. д.
Подобные методы аугментации было решено называть методами естественной
аугментации изображений.

Актуальность. Структурирование и анализ методов естественной аугмен-
тации изображений могут принести существенную практическую значимость.
Например, если бы исследователи методов машинного обучения, а также те,
кто занимается разработками моделей машинного обучения непосредственно
для индустрии, могли бы на основе данного анализа более просто и в то же вре-
мя осознанно принимать решения, какие из методов аугментации изображений
лучше подойдут для их конкретного случая, это бы сэкономило им достаточное
количество времени и затраченных ресурсов.

Рассмотренные методы аугментации. Известные на данный момент ме-
тоды естественной аугментации изображений в данной работе было решено
разделить на следующие группы:

— Основанные на добавлении на изображение погодных артефактов [1, 2].

— Основанные на добавлении на изображение артефактов камеры [3, 4].

— Основанные на подмене фона для основного объекта на изображении [5].

Рассмотренные программные библиотеки. Также были рассмотрены су-
ществующие программные библиотеки для аугментации изображений. Так, на-
пример, библиотека Albumentations, имеющая интеграцию с PyTorch, предостав-
ляет множество простейших естественных аугментаций, библиотека ImgAug
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предоставляет более широкий спектр возможных «погодных» аугментаций, а
библиотека Augmentor предоставляет возможность добавлять на изображения
разнообразные эффекты искажения камеры.
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Для применения искусственных нейронных сетей в критически важных
областях необходимо умение проводить их тестирование. Однако это является
затратным процессом, и в качестве альтернативы тестированию существует
метод формальной верификации. Несмотря на потенциальные преимущества
формальной верификации в теории, на практике эти методы часто требуют зна-
чительных ресурсов для выполнения верификации искусственных нейронных
сетей. Таким образом, возникает необходимость разработки методов, направ-
ленных на сокращение затрат при формальной верификации. Цель данной
работы заключается в исследовании алгоритма уменьшения узлов искусствен-
ных нейронных сетей, используемого в процессе формальной верификации,
применительно к архитектуре Lenet на наборе данных MNIST и проведения
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сравнительного анализа между результатами на разных процентах удалённых
узлов.

Planet (Piecewise Linear Network Analyzer) является инструментом для ве-
рификации нейронных сетей, который работает на основе абстрактной интер-
претации и анализа искусственных нейронных сетей с использованием метода
разбиения на куски (piecewise). Этот метод позволяет разбивать пространство
входных данных на несколько кусочных областей и аппроксимировать пове-
дение искусственных нейронной сети на каждой области с использованием
линейных функций.

Методом для уменьшения искусственных нейронных сетей был использован
метод структурированного прунинга. На каждом шаге удалялось 10% от слоёв
с весами, при этом удалялись веса, имеющие наименьшую величину.

Набор данных MNIST — один из самых известных и широко используемых
наборов данных в области машинного обучения. Он состоит из изображений
рукописных цифр от 0 до 9, написанных различными людьми. Каждое изоб-
ражение имеет размер 28 × 28 пикселей и представляет собой черно-белое
изображение.

Архитектура LeNet — классическая сверточная нейронная сеть, разработан-
ная Яном Лекуном (Yann LeCun) в конце 1990-х годов для задач распозна-
вания рукописных цифр. LeNet была одной из первых успешных попыток
использования искусственных нейронных сетей для обработки изображений и
классификации в компьютерном зрении. Для проверки был выбрано свойство
достижимости, проверяющее величину на которую нейронная сеть уверена, в
предсказании определенного класса.

При сопоставлении результатов на моделях LeNet с разной долей удаленных
узлов было заключено, что при отсутствии изменения алгоритма формальной
верификации на этой модели, т. е. наличия одних и тех же ответов на тестах по
сравнению с эталоном, наиболее оптимальным является конфигурация модели
с 10% удаленных узлов, уменьшающая точность модели на 2%, и уменьшающая
время в 1, 5 раза.

Авторы выражают благодарность коллективу кафедры информационной
безопасности ВМК МГУ за постановку задачи и помощь в исследованиях.
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РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА ВЕРИФИКАЦИИ КОРРЕКТНОСТИ

ИНТЕГРАЦИИ ДАННЫХ В RDF
Тан Вэньфэй1, Ступников Сергей Александрович2
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Современные исследовательские инфраструктуры, подобные EUDAT и NDS
(National Data Service) нацелены на управление неоднородными научными дан-
ными, накапливаемыми в мире, и поддержку решения задач над ними. Зрелые
инфраструктуры ориентируются на принципы управления данными FAIR (обна-
руживаемость, доступность, интероперабельность и повторное использование
данных) [1]. Важную роль при поддержке FAIR и решении задач над неодно-
родными данными играет интеграция данных. При этом неоднородные данные
представляются пользователю в единой унифицирующей модели данных. В
качестве эталонной модели данных для FAIR-инфраструктур рассматривается
RDF (Resource Description Framework) [3]. Развиваются системы интеграции
данных на основе RDF (например, Ontop [4]). Интеграция даннных при этом ос-
нована на переписывании запросов с использованием представлений, которые
связывают элементы схем источников и унифицирующей схемы. Интеграция
данных может быть достаточно сложной, а потому важным вопросом является
проверка ее корректности — верификация.

В работе [2] был предложен метод верификации корректности интеграции
данных в модели RDF. Целью метода является формальное доказательство того,
что система интеграции данных, основанная на RDF, осуществляет корректную
интеграцию данных из некоторого набора источников. Корректность проверя-
ется на наборе запросов пользователя к системе интеграции, выражаемых на
языке SPARQL. Корректность доказывается путем отображения схем предмет-
ной области, схем источников данных и запросов в формальный язык AMN
(Abstract Machine Notation [5]), основанный на логике первого порядка и теории
множеств; автоматической генерации ряда теорем и их автоматизированному
доказательству∗.

Данная работа продолжает [2] и предлагает подход к программной реали-
зации метода верификации корректности интеграции данных. Основные идеи
подхода состоят в следующем. Текстовое представление схем RDF в XML
или других форматах преобразуется в формат Turtle† с использованием карка-

∗https://www.atelierb.eu/en/
†https://www.w3.org/TR/turtle/

https://www.atelierb.eu/en/
https://www.w3.org/TR/turtle/
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са OWL API ‡. С использованием каркаса Xtext § определяются грамматики
конкретного синтаксиса Turtle, SPARQL, представлений и моделей данных
источников (например, SQL). Разрабатываются трансформации на языке Atlas
Transformation Language (ATL) ¶ для автоматического преобразования схем
RDF и SQL, запросов SPARQL и SQL в спецификации языка AMN, а также
представлений в формулы языка AMN.

После этого для верификации интеграции данных с заданными унифицирую-
щей схемой, схемами источников данных и множеством SPARQL-запросов над
унифицирующей схемой необходимо применить разработанные трансформации
для автоматического отображения исходных спецификаций в спецификации
AMN, автоматически сгенерировать теоремы корректности, а затем провести
автоматизированное доказательство корректности интеграции данных.
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ЗАМЫКАНИЕ ОБОБЩЕННОГО КОДА РИДА–СОЛОМОНА

И АТАКА ФИЛЬТРАЦИЕЙ НА КОДОВУЮ КРИПТОСИСТЕМУ,

ПОСТРОЕННУЮ НА ЭТИХ КОДАХ

Чижов Иван Владимирович
Кафедра информационной безопасности, e-mail: ichizhov@cs.msu.ru

Оригинальная криптосистема Нидеррайтера была предложена в 1986 году в
работе [1]. Она строится на основе обобщенных кодов Рида—Соломона или
просто ОРС-кодах. В 1992 году эта криптосистема была взломана в работе

‡https://github.com/owlcs/owlapi/
§https://eclipse.dev/Xtext/
¶https://eclipse.org/atl/

https://github.com/owlcs/owlapi/
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https://eclipse.org/atl/
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В. М. Сидельникова и С. О. Шестакова [2]. Вместе с тем в настоящее время
предлагается большое число модификаций этой криптосистемы. Криптоанализ
этих модификаций фактически основан на невозможности адаптации атаки
Сидельникова–Шестакова. Поэтому изучение свойств этой криптосистемы и
предложения принципиально новых атак представляет интерес с точки зре-
ния анализа модификаций. Атака фильтрацией кода была впервые применена
Л. Миндером и А. Шокроллахи для анализа криптосистемы Нидеррайтера, но
построенной на кода Рида—Маллера [3]. Позднее в 2013 году в работе И. В. Чи-
жова и М. А. Бородина [4] была предложена концепция замыкания линейного
кода и на основе нее, а также с использованием фильтрации кода, была постро-
ена эффективная атака на криптосистему Нидеррайтера, основанную на кодах
Рида—Маллера. В этой работе идеи из работ Миндера–Шокроллахи и Чижова—
Бородина адаптируются к оригинальной криптосистеме Нидеррайтера.

Произведением Шура–Адамара или просто Адамара [n]q-кодов C и B будем
называть [n]q-код A = C ◦ B, который состоит из линейной оболочки векторов
c ◦ b, c ∈ C, b ∈ B, здесь c ◦ b — покоординатное произведение векторов.
Для [n]q-кода C замыканием [C] будем называть множество всех [n]q-кодов,
которые можно получить из C, применяя операции взятия дуального кода и
произведения Адамара кодов. В работе доказана следующая теорема.

Теорема 1. Код GRSn,ℓ,q(α, γ) для некоторого γ ∈ Vn(q) принадлежит замы-
канию [GRSn,k,q(α, β)], если и только если существуют такие целые числа a и
b, b ̸= 0, что ℓ = a · (n− 1) + b · (k − 1) + 1.

Используя замыкание ОРС-кода и процедуру фильтрации, т. е. поиска в
ОРС-коде ОРС-подкода на единицу меньшей размерности, можно построить
эффективную атаку нового типа на классическую теоретико-кодовую крипто-
систему Нидеррайтера.
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ПРИМЕНЕНИЕ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

ДЛЯ ОЦЕНКИ ARIMA МОДЕЛЕЙ

Ануфриев Александр Сергеевич, Дарьина Анна Николаевна
Кафедра исследования операций, e-mail: alex.anufriev0@gmail.com, anna.daryina@gmail.com

ARIMA (от англ. AutoRegressive Integrated Moving Average — авторегресси-
онная интегрированная скользящая средняя) — это тип модели, используемый
для анализа и прогнозирования временных рядов, которые могут содержать
различные компоненты, такие как тренд, сезонность и случайность. Оценка
качества моделей ARIMA является важным шагом в построении временных
рядов, поскольку позволяет определить, насколько хорошо модель соответ-
ствует данным и насколько точные прогнозы можно сделать на основе этой
модели. Она заключается в сравнении предсказанных значений с фактическими
значениями временного ряда и определении меры близости.

Задача прогнозирования и оценки качества регрессионной модели для вре-
менных рядов состоит в разработке и применении методов, направленных
на предсказание будущего значения временного ряда на основе имеющихся
данных, а также оценке точности и качества данного прогноза.

Решение задачи включает следующие этапы:
1. Подготовка данных: исходные данные временного ряда, которые пред-

ставляют значения величины в определенный момент времени, должны быть
собраны и подготовлены.

2. Выбор регрессионной модели: для выполнения прогнозирования необхо-
димо выбрать определенную модель, которая будет использоваться для аппрок-
симации временного ряда и предсказания его значений.

3. Подгонка модели: после выбора модели необходимо подогнать ее к
исходным данным временного ряда, используя методы оценки параметров
модели.

4. Прогнозирование и оценка качества: после подгонки модели можно
приступить к прогнозированию значений временного ряда на будущие моменты
времени.

5. Повторение и улучшение модели: для достижения более высокой точ-
ности прогноза и качества модели можно провести итерационный процесс,
включающий переоценку параметров модели, модификацию самой модели или
выбор альтернативных моделей.

В работе в качестве временного ряда выбирались биржевые котировки доход-
ности казначейских облигаций. Данный ряд последовательно восстанавливался
согласно правилам анализа временных рядов, поскольку содержал пропуски в
выходные и праздничные дни [1].
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Далее для моделирования использовался регрессионный анализ времен-
ного ряда, основанный на методе наименьших квадратов [2]. Параметры мо-
делей ARIMA находились путем решения задачи безусловной оптимизации
[3]. Вычислялись необходимые метрики качества моделей, в частности R2,
нормированный R2, средняя ошибка, средняя абсолютная ошибка, средняя
квадратичная ошибка и информационные критерии.

После получения матрицы метрик качества модели использовались методы
многокритериальной оптимизации для нахождения оптимальной по Парето
модели [4, 5].
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В работе [1] исследовалась математическая модель деградации дейтерий-
тритиевого твердого топливного слоя (ТС) лазерной мишени (ЛМ) при достав-
ке ее в рабочую камеру реактора. В настоящем докладе приведены результаты
расчетов времени нагревания TC мишени до температуры тройной точки,
при которой начинается его разрушение. ЛМ используются в инерциальном
термоядерном синтезе [2] и представляют собой сферические полистироловые
оболочки, на внутренней стенке которых выморожен TC, состоящий, как пра-
вило, из изотопов водорода (т.н. D− T смесь: 50% молекул DT , 25% дейтерия
и 25% трития). Другими словами, ЛМ существует только при температуре
T ниже температуры тройной точки Ttr для заданного топливного вещества
(для D − T смеси Ttr = 19.7K). Отметим, что ЛМ должна иметь в момент
облучения лазером температуру T = 18.3K для обеспечения высокого коэф-
фициента усиления по энергии. Мишень инжектируется в реакторную камеру
для взаимодействия с лазерным излучением, при этом время доставки мишени
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в фокус лазерного пучка не должно превышать критического значения, когда
внешняя поверхность шарового топливного слоя разогреется до T = 18.3K.

Математическая модель разогрева ЛМ представляет собой начально-краевую
задачу для двух квазилинейных неоднородных уравнений теплопроводности.

Расчеты проводились для реакторной мишени класса CHGT -1: диаметр ми-
шени 4 мм, толщина оболочки 45 мкм, толщина TC 200 мкм. Камера реактора
SOMBRERO: радиус камеры 6.5 м, максимальная скорость инжекции 400
м/с, минимальное время доставки 16 мс, температура стенок камеры 1758K,
поток теплового излучения 56 Вт/cм2, температура инжекции ЛМ 5K. Ниже
в таблице приведены значения разогрева TC от температуры инжекции до
соответствующих значений температур. Считается, что коэффициент поглоще-
ния падающего на поверхность мишени теплового потока, идущего от горячих
стенок камеры, равен 5%.

Таблица. Зависимость времени разогрева t мс от температуры инжекции 5
К до конечной температуры T (K).

Температура T (K) 6 8 10 12 14 16 18,3

Время t мс 0.032 0.51 3.03 7.39 14.55 23.95 41.05
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Васин Александр Алексеевич, Григорьева Олеся Максимовна, Бабаян
Никита

Кафедра исследования операций, e-mail: foravas@yandex.ru, olesyagrigez@gmail.com,
babayann26@gmail.com

Развитие электроэнергетики является важной задачей с точки зрения ускоре-
ния темпов роста российской экономики. Ее решение связано с использованием
новых экономических и технических инструментов для оптимизации произ-
водства и потребления электроэнергии. Среди таких инструментов отметим
возобновляемые источники энергии и накопители электрической мощности.
Для минимизации своих расходов потребитель может использовать возобнов-
ляемые источники энергии (например, солнечные батареи). Но поставляемый
ими объем мощности является случайной величиной, зависящей от погодных
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условий. В этой ситуации полезную роль может сыграть накопитель энергии:
потребитель накапливает в нем энергию при низких ценах и использует ее при
высоких ценах в тех периодах, когда у него большая потребность в энергии.

Оптимальные алгоритмы для систем хранения энергии в приложениях к
микросетям широко обсуждаются в литературе. В статье [1] исследуются пре-
имущества ресурсов гибкого спроса в микросетях для оптимальной торговли
энергией на рынках энергии на сутки вперед и в режиме реального времени. В
качестве ресурсов с гибким спросом рассматриваются электромобили и акку-
муляторы. В статье не формулируется соответствующая задача стохастической
оптимизации, а предлагается эвристический метод двухэтапной оптимизации.
В работе [2] рассматривается мультиэнергетическая микросеть с выработкой
ветровой и солнечной энергии и нагрузками по электричеству, теплу и газу. В
статье [3] рассматриваются разные типы существующих систем накопления
энергии, обсуждаются их характеристики и тенденции их развития.

Также в работе [4] приводятся постановка и результаты решения задачи
расчета оптимальной стратегии потребления с учетом сдвигаемых нагрузок
и возможности использования накопителя энергии. Обсуждается случай, ко-
гда управление накопителем основано на достоверном прогнозе случайных
факторов для интервала планирования. Указывается оптимальная стратегия
для рынка, где потребитель может продать избыточную энергию по текущей
рыночной цене.

В нашей работе [5] мы нашли решения для некоторых частных случаев
задачи оптимизации стратегии управления хранилищем с точки зрения пе-
репродажи энергии и показали, что эта задача является задачей выпуклого
программирования. Используя теорему Лагранжа, были получены соотношения
для расчета оптимальных параметров хранилища.

В настоящей работе мы получаем конечный алгоритм для расчета оптималь-
ной стратегии хранения в общем случае. Этот алгоритм позволяет нам искать
решение задачи в “почти аналитической” форме. Устанавливаются необходи-
мые условия для оптимальной стратегии управления хранилищем. Описываем
метод расчета оптимальной стратегии.
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Основой бюджетных поступлений любого государства являются налоги.
Повышать эффективность их сбора — важная задача, от выполнения которой
зависит экономическое благополучие общества в целом. Вопрос создания
надзорного органа, позволяющего собирать максимум налогов при минималь-
ных затратах на проверки, остаётся актуальным до сих пор, см. [1, 2, 3]. В
данной работе исследованы две модели организации налоговой инспекции —
трёхуровневая иерархическая модель и модель с перекрёстными проверками.
Для каждой из них получены условия честного поведения плательщиков и
инспекторов и на этой основе выведены формулы для расчёта минимальных
необходимых зарплат работников инспекции. Затем проведено сравнение двух
указанных подходов к организации инспекции с точки зрения минимизации
затрат на инициацию честного поведения плательщиков.

Иерархическая модель. Инспекция включает три уровня. На верхнем
уровне находится руководитель, который является заведомо честным и ни-
когда не берёт взятки. Задана высокая стоимость его проверки.

Плательщик после декларации дохода с некоторой вероятностью проверяет-
ся инспектором первого уровня, а далее с некоторыми вероятностями могут
проводиться ревизии инспекторами более высоких уровней. При выявлении
уклонения на некотором уровне плательщик платит штраф с заданным ко-
эффициентом, как и инспекторы, не выявившие уклонения. Максимальное
значение штрафа для инспектора реализуется при максимальном уклонении
плательщика и соответствует его увольнению, при котором он переходит на
работу с заданной альтернативной зарплатой. Предполагается, что плательщик
может войти в коалицию с инспекторами первого и второго уровней, если они
найдут взаимовыгодную возможность для уклонения.
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Параметрами модели являются функция распределения дохода F (I), функ-
ция величины налога t(I), штрафной коэффициент для плательщика f , альтер-
нативная зарплата sa для инспекторов уровня a, стоимость проверки руково-
дителем cw. Имеетcя N плательщиков. В течение одного периода инспектор
может проверить не более k плательщиков. Стратегия организации инспек-
ции включает условные вероятности проверок инспекторов разных уровней
p1, p2, p3 (как показано в [1], они не должны зависеть от декларации I < Imax),
а также надбавки к альтернативным зарплатам инспекторов первого и второго
уровня ∆1,∆2.

Увольнение инспектора b эквивалентно единовременному штрафу в размере

ᾱ(sb − sba), где ᾱ =
1− δ

δ
— коэффициент приведения, δ — коэффициент дискон-

тирования, относящийся к периоду одной проверки. Соотношение для расчёта
коэффициента штрафа f b инспектора b имеет вид:

f b∆t = ᾱ(sb − sba).

Здесь ∆t = t∗(Imax)− t∗(Imin) — максимальное уклонение плательщика. Пусть

α =
ᾱ

∆t
. Из [1] вытекает:

Теорема 1. Оптимальные штрафные коэффициенты f1, f2 определяются из
системы: 

αcw(f + f1) = (f + f1(2 +
f1
f
)− αsa)

2,

f ∗2 = f ∗1 (1 +
f ∗1
f
)− αsa.

При этом оптимальные вероятности проверок составляют:

p∗1 =
1

f
; p∗1p

∗
2 =

1

f + α∆1
; p∗1p

∗
2p

∗
3 =

1

f + α∆1 + α∆2
.

Суммарные затраты в расчете на одного плательщика:

S∗ =
c1
f

+
c2

f + f ∗1
+

cw
f + f ∗1 + f ∗2

.

Модель с перекрестными проверками. Инспекторы, кроме руководителя,
рассматриваются как однородное множество с заданной альтернативной зар-
платой. Повторная проверка проводится с некоторой вероятностью случайно
выбранным инспектором. После этого, как и в предыдущей модели, возможна
проверка руководителем. В остальном модель аналогична предыдущей.

Теорема 2. Оптимальная вероятность повторной проверки инспектором
равна 0. Оптимальные вероятности других проверок составляют:

p∗1 =
1

f
; p∗1p

∗
3 =

1

f + f1
.
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Оптимальный штрафной коэффициент:

f ∗∗1 =
√
αfcw − f.

Суммарные затраты в расчете на одного плательщика:

S∗∗ =
sa +

f1
α

f
+

cw
f + f1

.

Сравнение моделей. Проведем сравнение для следующих значений пара-
метров. Штрафной коэффициент для плательщика f = 2. Альтернативные
зарплаты инспекторов sa = 200. Стоимость проверки руководителем cw = 1000.
Коэффициент дисконтирования δ = 0, 01. Максимальное уклонение плательщи-
ка ∆t = 2000.

Согласно Теореме 1, получим f ∗1 = 5, 7, f ∗2 = 11, 945, S∗ = 264, 9. По
теореме 2 найдем f ∗∗1 = 8, S∗∗ = 280.

Заключение. Расчёт оптимальных параметров модели с перекрёстной про-
веркой показал, что наименьшие затраты достигаются при отсутствии прове-
ряющих на перекрёстной проверке, то есть только при первичной проверке и
при проверке руководителем.

Сравнение трёхуровневой иерархической модели и модели с перекрёстной
проверкой при заданных условиях показали, что издержки при использовании
иерархической модели ниже. Однако, при других заданных условиях результаты
могут отличаться.
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЦЕН АКЦИЙ ИНДЕКСА

РТС НА ОСНОВЕ ИСТОРИЧЕСКИХ ЗНАЧЕНИЙ И
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Фондовые рынки оказывают значительное влияние на многие области, такие
как бизнес, образование, технологии и, как следствие, на экономику в целом.
В связи с этим, широкое распространение получила область прогнозирования
фондового рынка.
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Анализ движений фондового рынка чрезвычайно сложен из-за динамиче-
ской, нелинейной, нестационарной, непараметрической, шумной и хаотичной
природы рынков. Согласно [1], на фондовые рынки влияет множество тесно
взаимосвязанных факторов, которые включают экономические, политические,
психологические и специфические для компании факторы. Часто, такие фак-
торы отражены в новостных статьях, поэтому текстовые данные из новостей
являются важным сигналом, помогающим прогнозировать изменения цен ак-
ций [2].

Однако, на текущий момент достаточно мало работ, в которых для про-
гнозирования движения цен акций привлекают методы машинного обучения,
опираясь одновременно на обе модальности: временные ряды цен и тексты
финансовых новостей. При этом в существующих подходах, как правило, не
рассматривается российский финансовый рынок, в то время как он имеет
особенности как в плане динамики цен акций, так и в плане реакции на
специфичные для российского рынка события.

В данной работе был разработан подход на основе комбинации двух моделей:
рекуррентной нейронной сети для извлечения признаков из временных рядов
и модели из семейства BERT [3] для получения текстовых представлений.
Предлагаемый подход учитывает различия во влиянии разных финансовых
новостей на изменения цен. Для решения задачи также был собран набор
данных российских финансовых новостей и изменений цен акций из индекса
РТС.

В ходе проведенных экспериментальных исследований удалось установить,
что для российских акций предлагаемый подход демонстрирует лучшее каче-
ство с точки зрения классических метрик регрессии в сравнении с наиболее
часто используемыми подходами, а также имеет лучшие финансовые результа-
ты при торговле на рынке с использованием стратегии, основанной на гибриде
модели Марковица и рассматриваемого подхода.
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Рассматривается вариант метода Левенберга—Марквардта для уравнения с
ограничением

Φ(u) = 0, u ∈ P, (1)
где Φ : Rp → Rq — кусочно-гладкое отображение, а P ⊂ Rp — заданное за-
мкнутое выпуклое множество. Кусочная гладкость Φ означает его непрерыв-
ность и существование конечного набора гладких кусочных отображений
Φ1, . . . , Φs : Rp → Rq, для которого

Φ(u) ∈ {Φ1(u), . . . , Φs(u)} ∀u ∈ Rp.

Для текущего приближения uk ∈ P кусочный метод Левенберга—Марк-
вардта генерирует следующее приближение uk+1 как uk + vk, где vk является
решением подзадачи

1

2
∥Φj(uk) + (Φj)′(uk)v∥2 + 1

2
σ(uk)∥v∥2 → min, uk + v ∈ P, (2)

т. е. подзадачи метода Левенберга—Марквардта из [1] для гладкого уравнения с
ограничением

Φj(u) = 0, u ∈ P, (3)
для некоторого j ∈ A(uk). Здесь для всякого u ∈ Rp

A(u) = {j ∈ {1, . . . , s} | Φ(u) = Φj(u)},
а функция σ : P → R+ определяет значения параметра регуляризации.

Теорема 1. Пусть в решении ū задачи (1) выполняется P -свойство, т.е. для
любого j ∈ A(ū) любое решение задачи (3), достаточно близкое к ū, является
решением задачи (1). Пусть, кроме того,

dist(u, (Φj)−1(0) ∩ P ) = O(∥Φj(u)∥) ∀ j ∈ A(ū),

при u ∈ P стремящемся к ū. Пусть, наконец, σ(u) является величиной порядка
∥Φ(u)∥θ при u ∈ P стремящемся к ū, с некоторым фиксированным θ ∈ (0, 2].

Тогда если u0 ∈ P достаточно близко́ к ū, то кусочный метод Левенберга–
Марквардта однозначно определяет последовательность {uk}, которая сверх-
линейно сходится к некоторому решению задачи (1).

Глобализация сходимости кусочного метода Левенберга—Марквардта осу-
ществляется за счет введения параметра длины шага αk ∈ (0, 1], который
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выбирается посредством специальной процедуры одномерного поиска, предло-
женной в [2], для гладкой функции φj : Rp → R,

φj(u) =
1

2
∥Φj(u)∥2,

где j ∈ A(uk) — тот индекс, который используется в подзадаче (2). Следующее
приближение определяется как uk+1 = uk + αkv

k.
Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 24-21-00015).
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МОДЕЛИРОВАНИЯ НИЗКОЧАСТОТНОГО БИНАРНОГО

СОБЫТИЯ С УЧЕТОМ ТРЕБОВАНИЙ К

РЕПРЕЗЕНТАТИВНОСТИ И ДОСТАТОЧНОСТИ
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Изучение несбалансированных наборов данных является актуальной зада-
чей для многих современных приложений интеллектуального анализа данных
с низкочастотным бинарным событием. Данный класс задач имеет широкое
распространение при анализе биомедицинских данных, оценке кредитного
риска, поиске полезных ископаемых и т.п. Некоторые современные исследова-
ния предлагают решать проблему дисбаланса классов с помощью стратегии
отбора проб; генерации синтетических данных; обучения, учитывающего за-
траты; активного обучения; методов, основанные на ядре (см. [1, 2]). Однако
преобразование выборки при помощи указанных методов может приводить
к существенному изменению ее свойств. В частности, полученная выборка
может значительно отличаться от исходной и от генеральной совокупности,
кроме того может уменьшиться ее мощность. В связи с этим является предпо-
чтительным анализ репрезентативности и достаточности данных, полученных
в результате преобразования исходной выборки, однако в настоящее время нет
устоявшегося подхода для осуществления анализа такого рода.
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Целью данного исследования является изучение поведения свойств выборки
после ее преобразования посредством применения алгоритма сэмплирования
SMOTE при различных параметрах. В рамках работы были рассмотрены следу-
ющие эмпирические методы оценки достаточности данных: формула Кохрана
для оценки достаточности при проверке статистических гипотез и подход, оце-
нивающий достаточность для построения логистической регрессии. Первый
подход предлагает вычисление минимального необходимого количества наблю-
дений по формуле: n0 =

Z2p(1−p)
e2 , n = n0

1+
n0−1
N

, где Z – Z — оценка, p — ожидаемая

доля целевой группы в выборке, e — допустимая погрешность, N — количество
наблюдений в выборке (см. [3]). Второй подход предполагает применение фор-
мулы: n = 100 + xi, где n — вычисляемый минимальный необходимый размер
выборки, x — целое число, определяющее степень жесткости требований до-
статочности и i — количество независимых переменных в конечной модели
(см. [4]). Для анализа репрезентативности полученных данных применялся ал-
горитм Adversarial Validation, который позволяет оценить репрезентативность
двух наборов данных сведением этой задачи к задаче бинарной классифика-
ции, в которой нужно построить классификатор, различающий наблюдения из
исходного и преобразованного наборов данных.

Таким образом, в результате исследования предложен алгоритм, позволяю-
щий подобрать параметры для сэмплирования методом SMOTE и учитываю-
щий требования к репрезентативности и достаточности данных, что позволило
получить модели, которые лучше отражают свойства исходного исследуемого
объекта.
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Несколько лет назад технологии машинного обучения начали активно про-
никать в финансовую сферу. В финансах они хорошо себя зарекомендовали при
определении справедливой стоимости домов, страхового полиса, на ипотечном
рынке и в других областях.

Целью данного исследования является изучение поведения алгоритма гра-
диентного бустинга в задаче прогнозирования поведения цен финансовых
инструментов с использованием алгоритма маркировки финансовых данных,
называемого «метод тройного барьера» [1]. Суть его заключается в том, что
два горизонтальных барьера определяются лимитами фиксации прибыли и
стоп-лосса, которые являются динамической функцией предполагаемой во-
латильности. Третий барьер определяется в терминах количества измерений,
прошедших с момента открытия позиции. Будем называть наблюдением изме-
нение цены акции в конкретный день. Если первым затронут будет верхний,
нижний или вертикальный барьер, мы помечаем наблюдение соответственно
как 1,−1 и 0.

Определение 1. Алгоритм называется слабым, если для некоторого числа
ϵ ∈ (0, 1/2 − γ) при достаточно большой выборке S = {(xi, yi), i = 1, ..., l}
алгоритм выдает правильный ответ с вероятностью, не меньшей 1− δ [2].

В рамках данной работы был рассмотрен метод машинного обучения, на-
зываемый градиентным бустингом. Суть его заключается в построении ан-
самблевой модели над базовыми (слабыми) алгоритмами. Пусть L(y, z) —
дифференцируемая функция потерь, S — обучающая выборка, b1(x) — первый
базовый алгоритм. Предположим, что к n-му шагу получен алгоритм

an−1(x) =
n−1∑
i=1

γibi(x),

где γi – вес i-го базового алгоритма. На n-м шаге нам нужно решить задачу
оптимизации [3]

(bn(x), γn) = argmin
b,γ

l∑
i=0

L(yi, an−1(xi) + γb(xi)).

При этом an(x) = an−1(x) + γnbn(x). Так строится алгоритм прогнозирования
al(x) со сколь угодно высокой точностью на обучающей выборке.
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В проведенном исследовании к данным о ценах акций применен «метод
тройного барьера» для их разметки, а затем на размеченных данных обучен
алгоритм градиентного бустинга. Полученные результаты говорят о том, что
предлагаемый способ можно применять для управления финансовым портфе-
лем.
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В [1] определены две модели финансового рынка, в которых стоимость
акции задана процессом S(t) = eU(t), t ⩾ 0, где в модели I U(t) = u−ct+Z(t), а
в модели II U(t) = u+ct−Z(t). Здесь u = lnS, S = S(0), c > r, r — банковская
процентная ставка, Z(t) — сложный пуассоновский процесс с параметром λ > 0
и плотностью распределения величины скачка p(x), x ⩾ 0. Условие риск-
нейтральности (безарбитражности) для рынка имеет вид

e−rtE[eU(t)|S(0) = S] = S, t > 0. (1)

Рассмотрим бесконечный американский колл-опцион с платежом (S(t)−K)+

при предъявлении в момент t. Его стоимость для модели II равна

V (S) = max
L⩾max(S,K)

E[e−rTL|S(0) = S](L−K),

где TL — момент остановки, определяемый первым достижением уровня L
процессом S(t). Функция Ψ(u) = E[e−rTL|S(0) = S] удовлетворяет интегро-
дифференциальному уравнению

0 = −λΨ(u) + cΨ′(u)− rΨ(u) + λ

∫ ∞

0

Ψ(u− x)p(x)dx, u < lnL,

с условием Ψ(lnL) = 1. Например, для плотности p(x) = βe−βx функция
Ψ(u) = eν1(u−lnL) = (S/L)ν1, где ν1 — больший корень квадратного уравнения
cν2 + (cβ − r − λ)ν − rβ = 0, c = r + λβ/(1 + β) из условия (1), а β < 1.
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Оптимальное значение порога предъявления колл-опциона в модели II равно
L∗ = Kν1/(ν1 − 1). Мартингальный подход из [1] здесь не применим.

Для модели I будем использовать метод, предложенный в [1] для оценки
бесконечного американского пут-опциона в модели II. Пусть u = 0, а T —
момент первого достижения процессом U(t) = −ct+ Z(t) уровня 0. Рассмот-
рим двумерную случайную величину (U(T ), T ). Обозначим через f(y, t) ее
плотность распределения. В [2] показано, что

g(y) =

∫ ∞

0

e−rtf(y, t)dt = (λ/c)ey
∫ ∞

y

e−xp(x)dx.

Оптимальное значение порога для колл-опциона в модели I равно

L∗ = K
(
1−

∫ ∞

0

g(y)dy
)(

1−
∫ ∞

0

eyg(y)dy
)−1

.

Сделаем замену S = L∗e−x. Тогда стоимость колл-опциона W (x) = V (S)
удовлетворяет уравнению

W (x) =

∫ x

0

W (x− y)g(y)dy +

∫ ∞

x

(L∗ey−x −K)g(y)dy, x ⩾ 0,

которое может быть решено с помощью преобразования Фурье.
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Рассматривается простейшая многокритериальная (МК) матричная игра
2х2х2 в смешанных стратегиях, решение которой задается равновесием Нэша
и Шепли [1] и является множеством, как правило, невыпуклым. Через A бу-
дем обозначать матрицу выигрышей игрока 1, ее элементами являются пары
(a1ij, a

2
ij) значений его 1-го и 2-го критериев. Для игрока 2 эти значения пока-

зывают его проигрыш по каждому критерию. Смешанная стратегия игрока 1
задается вероятностью p выбора 1-й строки матрицы A. Вероятность выбора
1-го столбца игроком 2 обозначим через q. Таким образом, выигрыш игрока 1 и
проигрыш игрока 2 определяется векторным критерием Φ(p, q) с компонентами
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φk(p, q) = p(ak11q+a
k
12(1−q))+(1−p)(ak21q+ak22(1−q)), где k = 1, 2. Решением

игры, следуя [1], считаем множество R всех таких пар (p0, q0) вероятностей,
что p0 реализует MaxpΦ(p, q0), а q0 реализует Maxq{−Φ(p0, q)}, где максимум
векторного критерия понимается по Слейтеру.

Для поиска МК-максимума традиционно применяется метод сверток, из ко-
торых наиболее распространенными являются линейная свертка (ЛС) и свертка
Гермейера (ГС) [2]. Для поиска равновесий R в [1] предложено использовать
ЛС и доказано, что R равно множеству решений биматричных игр, в которых
выигрыши игроков 1 и 2 задаются как µa1ij+(1−µ)a2ij и −νa1ij− (1−ν)a2ij , при
всех µ, ν ∈ [0, 1]. Однако не доказано, что выбрав конечную сетку на множестве
пар коэффициентов (µ, ν) ЛС игроков 1 и 2, можно получить аппроксимацию
множества R, даже найдя все смешанные равновесия биматричных игр, соот-
ветствующих параметрам сетки.

В [3] для описания R применена ГС и доказаны ее аппроксимационные
свойства, причем для случая µ = ν, т. е. однопараметрического семейства
скалярных игр. Тем не менее, построенные игры в ГС Γ(µ) не сводятся к
биматричным (не являются конечными) и для них нет стандартных методов
поиска всех равновесий. В игре Γ(µ) для µ ∈ (0, 1) функция выигрыша игрока 1
равна минимуму из φ1(p, q)/µ и φ2(p, q)/(1− µ), а для игрока 2 это с минусом
максимум из тех же величин. В докладе приведем сравнительные результаты
использования ЛС и ГС для представительного набора МК-игр 2х2х2. С целью
исследования влияния именно вида свертки поиск равновесных (p0, q0) для
всех скалярных игр в свертках осуществлялся с помощью перебора (p, q) из
одной и той же сетки.
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Под системой остаточных классов (далее СОК) понимается непозиционное
представление целых чисел, основанное на теории сравнений. В соответствии
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с китайской теоремой об остатках, если задан набор целых положительных

взаимно простых чисел p1, . . . , pn, то целое число A, такое что 0 ⩽ A <
n∏

i=1

pi

имеет однозначное представление в виде набора остатков от деления по модулю
на pi: A = (a1, . . . , an), ai = A mod pi, i = 1, . . . , n [1]. Остатки ai будем
называть разрядами числа в СОК.

Операции над числами в СОК можно разбить на две группы – модульные и
немодульные. К модульным операциям относятся сложение, вычитание и умно-
жение чисел. Эти операции допускают поразрядное распараллеливание, т.к.
при их выполнении в СОК не возникает переносов. По этой причине СОК рас-
сматриваются как перспективный метод организации быстрых и высокоточных
вычислений, обработки чисел большой разрядности.

Для выполнения немодульных операций векторов остатков от деления не
достаточно, требуются позиционные характеристики чисел. К таким операциям
относятся, например, сравнение, определение выхода за допустимый диапазон
представления, получение знака в СОК, в которых представлены числа со
знаком. Наличие немодульных операций сдерживает практические применения
СОК, и многие современные исследования в этой области сосредоточены на
вопросах упрощения немодульных операций [2, 3, 4].

Наряду с обычными СОК известен их вариант с использованием деления с
остатком, принятым в симметричных системах счисления (далее ССОК). Пусть
A, B и D ̸= 0 – целые числа. Делением с остатком в симметричных системах
счисления называется представление A в виде A = B ·D +R, где остаток R:
− |D−1|

2 ⩽ R ⩽ |D−1|
2 .

Очевидным достоинством ССОК является непосредственное представление
чисел со знаком. В СОК для представления отрицательных чисел отводят часть
имеющегося диапазона чисел [1, 2]. Определение числа, обратного по знаку
требует нескольких модульных операций, в то время как в ССОК достаточно
заменить знаки всех разрядов числа.

Алгоритмы для СОК как правило непосредственно к ССОК не применимы.
Модификации алгоритмов должны строиться с учетом того, что в ССОК
остатки от деления являются числами со знаком. Следует отметить, что ССОК
исследователям известны, но систематически не изучены. Настоящий доклад
посвящен ССОК, в частности некоторым немодульным операциям в них [2, 3,
4].
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАССУЖДЕНИЙ НА ОСНОВЕ

СИЛЛОГИСТИЧЕСКОГО МЕТОДА Н.П. БРУСЕНЦОВА
Владимирова Юлия Сергеевна1, Фаизов Алексей Игоревич2
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Подход к моделированию рассуждений, предложенный Н. П. Брусенцовым,
существенно отличается от традиционного аксиоматического подхода, принято-
го в математической логике. Брусенцов полагал, что исследование рассуждения
состоит в содержательном анализе смысла основных связок и отношений, кон-
струировании из них новых взаимосвязей и систематическое их изучение [1].
Основывая свой метод на аристотелевой силлогистике, он подчеркивал, что
исходил не из результатов Аристотеля как непреложной истины, а из той зада-
чи, которую он решал — отыскание способов достоверного рассуждения, т. е.
анализ выраженных на естественном языке взаимосвязей и выявление взаимо-
связей, содержащихся в них неявно. Настоящий доклад посвящен основным
принципам моделирования рассуждения, полученным Брусенцовым, которые
предлагается использовать как основу компьютерной системы.

Данная компьютерная система позволяет не только получать логическое вы-
воды из системы посылок, но и выявлять суждения, недостающие для наличия
отношения, отыскивать противоречия в системе суждений и конструировать
новые суждения, следующие из исходной системы посылок. При этом суще-
ствует три возможных связи между отношением и исходной системой посылок:
отношение может необходимо следовать из системы посылок, противоречить
ей, и быть возможным, но не необходимым.

Алфавитом языка выражения взаимосвязей в предлагаемой системе явля-
ются первичные (атомарные) термины x1, . . . , xn булевы связки дизъюнкция,
конъюнкция и отрицание и два контрарных оператора существования

∨
и∨′. Формула f(x1, . . . , xn) понимается как составной термин, выражения вида∨

f(x1, . . . , xn),
∨′ f(x1, . . . , xn)— как суждения существования, утверждаю-

щие соответственно необходимость и исключённость термина f(x1, . . . , xn).
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Отношение и исходная система посылок представляются конъюнкцией сужде-
ний существования [2]:∨′ P (x1, . . . , xn),

∨
Q1(x1, . . . , xn), . . .

∨
Qm(x1, . . . , xn),

где P (x1, . . . , xn), Qi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,m) — булевы функции.
Сложность программной реализации данной системы связана с ростом

объема необходимой памяти при увеличении n. Выяснилось, что в основе боль-
шинства алгоритмов выявления взаимосвязей процедура проверки факта, что
одно из булевых выражений от n переменных является импликантой другого
выражения. Данный факт открывает возможность упрощения предлагаемой
компьютерной системы, моделирующей рассуждение.
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О СЛОЖНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ
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Исследуется сложность реализации линейной функции алгебры логики
(ФАЛ) порядка n, то есть ФАЛ l

(σ)
n = x1 ⊕ . . .⊕ xn ⊕ σ, где x1, . . . , xn — булевы

переменные (БП), σ ∈ B = {0, 1}, n = 1, 2, . . ., в некоторых классах (см., на-
пример, [1]) обобщенных контактных схем (ОКС) заданного (фиксированного)
ранга r, где r — натуральное число. При этом предполагается, что контакты
ОКС от множества БП X(n) = {x1, . . . , xn} управляются «базисными» ФАЛ,
зависящими от не более, чем r, БП из X(n).

Заметим, что ОКС ранга 1 совпадают с классами «обычных» контактных
схем (КС), то есть КС в базисе из замыкающего и размыкающего контактов, и
что под сложностью L(Σ) ОКС Σ понимается, как обычно, число её контактов
(ребер).

Ранее было установлено, что сложность линейной ФАЛ от БП X(n) в
классе КС равна 4n− 4. При этом верхняя оценка указанного вида получается
с помощью метода каскадов (см., например, [2]), а нижняя была доказана в [3]
(более простое доказательство, предложенное С. А. Ложкиным, см., например,
в [4]).
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В данной работе рассматривается специальный подкласс UKl
r класса ОКС

ранга r, включающий в себя все ОКС, контакты которых «управляются» линей-
ными ФАЛ порядка не более, чем r. Рассматривается также его подкласс ŨKl

r ,
состоящий из всех тех ОКС, у которых любые 2 контакта, принадлежащие
одной и той же проводящей цепи, соединяющей полюса, имеют либо совпада-
ющие либо непересекающиеся множества БП. Заметим, что оба выделенных
класса ОКС являются полными в том смысле, что в каждом из них можно
реализовать любую ФАЛ.

Обозначим через LKl
r (f) и L̃Kl

r (f) сложности ФАЛ f в классах UKl
r и ŨKl

r

соответственно, т. е. минимальные сложности реализующих f ОКС Σ′,Σ′ ∈ UKl
r

и Σ′′,Σ′′ ∈ ŨKl
r соответственно.

Заметим, что L̃Kl
r (f) ⩾ LKl

r (f), и L̃Kl
r (l

(σ)
n ) ⩽ 4⌈nr ⌉−4, где σ ∈ B, если n > r,

а также то, что в случае n ⩽ r выполняется равенство L̃Kl
r (l

(σ)
n ) = LKl

r (l
(σ)
n ) = 1.

Основным результатом данной работы является следующее утверждение.

Теорема. При любом натуральном n, n > r, и любом σ, σ ∈ B выполняется

равенство L̃Kl
r (l

(σ)
n ) = 4⌈nr ⌉ − 4.
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des circuits à relais. — Ann. Telecomm., 1952, v. 7, №2, p. 75–84.

[4] Яблонский С. В. Элементы математической кибернетики. М.: Высшая шко-
ла, 2007.
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Линейная унарная рекурсивная программа (ЛУРП) [1] представляет собой
линейную контекстно-свободную грамматику [2], правила которой размечены
символами наперёд заданного конечного алфавита L — логическими условиями,
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то есть имеют вид F
ℓ−→ uGw, где F,G ∈ F— нетерминалы (функциональ-

ные переменные), u,w ∈ B∗ — терминальные слова, то есть слова в алфавите
терминалов B (базовых функций программы), и ℓ ∈ L. Вычисление ЛУРП
можно задать над (не обязательно свободным) моноидом M , порождённым
множеством B, и отображением ξ : M → L, и оно представляет собой по-
следовательность слов в алфавите F ∪ B. Если текущее слово вычисления

имеет вид hFg, где h ∈ B∗ и F ∈ F, то выбирается правило F
ξ([h])−−−→ w, где

[h] — композиция символов терминального слова h в M , и следующим словом
объявляется hwg. Вычисление завершается терминальным словом, и для такого
слова u элемент [u] объявляется результатом этого вычисления. Бесконечные
вычисления имеют особый результат не из M . Две ЛУРП эквивалентны над
M , если для любого ξ результаты их вычислений над M и ξ совпадают.

В [1] был предложен подход к построению быстрых алгоритмов проверки
эквивалентности ЛУРП над рядом моноидов M , в том числе уравновешенных
(если [h] = [g], то |h| = |g|, где |u|— длина слова u) и специальным образом
вложимых в особый критериальный моноид W , и было показано, что если
проблема равенства элементов W разрешима τ(k) относительно длины k
сравниваемых слов, то проблема эквивалености ЛУРП над M разрешима за
время O(n3τ(cn3)), где n— размер программ и c— некоторая константа.

В [3] для проверки эквивалентности УРП более широкого класса (мета-
линейных) использовалось понятие веса переменной F : длины кратчайшего
терминального слова, завершающего вычисление, начинающееся с F . В [4] с
помощью этого понятия удалось улучшить подход к проверке эквивалентности
программ более узкого класса (операторных) и понизить оценку сложности
соответствующих решающих алгоритмов. В настоящей работе схожим обра-
зом улучшен упомянутый выше подход к проверке эквивалентности ЛУРП, и
упомянутая оценка O(n3τ(cn3)) понижена до O(n3τ(cn)). Для этого показано,
как при построении центральной конструкции подхода (графа совместных
вычислений) можно, анализируя веса переменных, избежать использования
слов большого размера (O(n3)), ограничившись только словами длины O(n).
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В докладе представлено исследование проблемы избыточного приближения
множества достижимости за конечное время при помощи нелинейной системы

ẋ = f(t, x, u)

Одним из недостатков существующих подходов к достижимости для нели-
нейных систем является их ограниченная масштабируемость при увеличении
числа непрерывных переменных состояния. Для решения этой проблемы мы
предлагаем подход, основанный на симуляциях: мы выбираем определенное
количество траекторий системы, устанавливаем границы сходимости или рас-
ходимости между выборками и соседними траекториями. Этот метод также
позволяет анализировать воздействие постоянных, но неопределенных пара-
метров, рассматривая их как переменные состояния и изолируя их. Затем мы
предлагаем численную процедуру для поиска взвешенных норм, обеспечиваю-
щих заданную скорость сжатия, которая может быть использована в алгоритме
достижимости для корректировки весов и минимизации роста [1, 2].

Анализ доступности является ключевым аспектом при тестировании и ве-
рификации систем управления, а также при создании управляющих систем
на основе формальных методов, где доступность определяет переходы в дис-
кретной абстракции системы с непрерывной динамикой [3]. Существующие
подходы к доступности для нелинейных систем включают методы множе-
ства уровней, линейные или кусочно-линейные аппроксимации нелинейных
моделей, за которыми следуют методы линейной доступности, методы ин-
тервальных рядов Тейлора и методы дифференциальных неравенств [4, 5].
Однако эти подходы обычно не масштабируются хорошо с увеличением числа
непрерывных переменных состояния, что ограничивает их применимость на
практике.
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Пусть X = (X, ρX) и Y = (Y, ρY )— метрические пространства, а
Φ : X → Y и Ψ : X → Y — отображения. Запись BS(x, r) далее обознача-
ет замкнутый шар в метрическом пространстве S с центром x ∈ S и радиусом
r ⩾ 0.

Определения и предварительные сведения. Введём необходимые опре-
деления. Отображение Ψ : X → Y называется α-накрывающим, если число
α > 0 и выполнено включение

Ψ(BX(x, r)) ⊃ BY (Ψ(x), αr) ∀x ∈ X, ∀r ⩾ 0.

Отображение Φ : X → X называется обобщенным сжатием, если существует
функция γ : [0, +∞) → [0, +∞) со свойствами γ(0) = 0, 0 ⩽ γ(t) < t для всех
t > 0, γ ∈ C([0, +∞)) и такая, что

ρX(Φ(x1),Φ(x2)) ⩽ γ(ρX(x1, x2)) ∀x1, x2 ∈ X.

Далее в работе будем рассматривать случай X = Y = R. Cформулируем
вспомогательные утверждения о накрывающих отображениях.

Лемма 1. Пусть отображение Ψ : R → R является непрерывным и 1-
накрывающим. Тогда Ψ не может иметь локальный экстремум ни в какой
точке.

Лемма 2. Пусть отображение Ψ : R → R является непрерывным и 1-
накрывающим. Тогда Ψ строго монотонно на R, причем |Ψ(y)−Ψ(x)| ⩾ |y−x|
при всех x, y ∈ R.
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Основной результат. Сформулируем теорему, доказательство которой опи-
рается на утверждения выше.

Теорема 1. Пусть отображения Φ : R → R и Ψ : R → R таковы, что Φ
является обобщенным сжатием, а Ψ является непрерывным и 1-накрывающим.
Тогда существует точка ξ ∈ R такая, что

Φ(ξ) = Ψ(ξ).

Точка ξ, существование которой утверждается в теореме, называется точкой
совпадения отображений Φ и Ψ [1]. В случае X = Y = R такая точка един-
ственная, в случае произвольных пространств X, Y это не всегда верно [2].
Точки совпадения активно изучаются в приложениях [3].

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 20-11-20131).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Арутюнов А. В. Накрывающие отображения в метрических пространствах
и неподвижные точки // Доклады Академии наук. 2007. Т. 416, № 2. C. 151—
155.

[2] Арутюнов А. В., Жуковский E. C., Жуковский C. E. О мощности множества
точек совпадения отображений метрических, нормированных и частично
упорядоченных пространств // Математический сборник. 2018. Т. 209, № 8.
С. 3—28.

[3] Арутюнов А. В., Павлова Н. Г., Шананин А. А. Равновесные цены в одной
модели экономического равновесия // Математическое моделирование. 2016.
Т. 28, № 3. С. 3—22.

О КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ НЕЯВНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И ВКЛЮЧЕНИЙ

Арутюнов Арам Владимирович, Жуковская Зухра Тагировна, Жуковский
Сергей Евгеньевич

Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, лаб. 45, e-mail: arutyunov@cs.msu.ru,
zyxra2@yandex.ru, s-e-zhuk@yandex.ru

В докладе рассматривается вопрос о разрешимости одного класса краевых
задач для дифференциальных включений и управляемости систем с антипери-
одическими краевыми условиями. Пусть заданы многозначное отображение
F : Rn ⇒ Rn и отображения Ψ,Φ : Rn → Rn. Предполагается, что при любом
x ∈ Rn множество F (x) является непустым выпуклым компактом, многознач-
ное отображение F полунепрерывно сверху, а отображения Ψ и Φ непрерывны.
Рассматривается следующая задача:

ẋ ∈ F (x), Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)). (1)
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Здесь τ > 0 — это параметр. Под решением задачи понимается абсолютно
непрерывная функция x : [0, τ ] → Rn такая, что ẋ(t) ∈ F (x(t)) при почти всех
t, и имеет место равенство Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)).

Пусть задана точка x0 ∈ Rn и число R > 0. Обозначим через B замкнутый
шар в Rn с центром в точке x0 радиуса R > 0. Положим

α := max
x∈B

|Ψ(x)− x|, β := max
x∈B

|Φ(x) + x− 2x0|, γ := max
x∈B, y∈F (x)

|y|.

Из приведенных выше предположений непрерывности следует, что α, β и γ
определены корректно.

Получено следующее условие разрешимости задачи (1). Если α + β < 2R,
то для любого положительного τ, для которого τγ ⩽ 2R−α− β, существует
решение x(·) задачи (1) такое, что x(t) ∈ B для любого t ∈ [0, τ ].

В частности (при Ψ(x) ≡ x и Φ(x) ≡ x0) из этого утверждения вытекает
известная теорема о существовании решения задачи Коши для дифференциаль-
ного включения (см. [1, §7, теорема 1]). Кроме того, при Ψ(x) ≡ x и Φ(x) ≡ −x
получаем, что при положительных τ, удовлетворяющих неравенству γτ ⩽ 2R
существует решение антипериодической задачи

ẋ ∈ F (x), x(0) + x(τ) = 0.

Можно показать, что для периодической задачи, т.е. для задачи с краевым
условием x(0) = x(τ), предположение α + β < 2R нарушается, и значит,
полученная теорема неприменима.

Кроме того, рассмотрена управляемая система вида

f(t, x, ẋ, u(t)) = 0 u(t) ∈ U ∀ t ∈ [0, τ ], x(0) + x(τ) = 0.

Здесь τ > 0 — это параметр, U ⊂ Rm — это заданное непустое замкнутое
множество, f : R× Rn × Rn × U → Rk — это заданное непрерывное отображе-
ние, которое предполагается непрерывно дифференцируемым по ẋ, . Для этой
управляемой системы введены условия регулярности. Показано, что при вы-
полнении достаточных условий регулярности существует допустимый процесс,
т.е. пара функций u : [0, τ ] → U и x : [0, τ ] → Rn таких, что u непрерывна,
x непрерывно дифференцируема, f(t, x(t), ẋ(t), u(t)) ≡ 0, u(t) ∈ U для всех
t ∈ [0, τ ] и x(0) + x(τ) = 0.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ (проект № 22-11-00042).
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АЛГОРИТМ ДОСТИЖЕНИЯ ЦЕЛИ ГРУППОЙ С

ПРИМЕНЕНИЕМ ОБУЧЕНИЯ С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ

Бегишев Руслан Ренатович, Ильин Александр Владимирович
Кафедра нелинейных динамических систем и процессов управления, e-mail: begrusso@gmail.com,
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Робототехника стоит в первом ряду передовых научных и инженерных
областей современного мира. Особый интерес вызывает объединение недорогих
и простых в устройстве роботов в группы. Такие формирования могут помочь
в классе задач, требующих покрытия больших площадей и выполнения не
самых сложных действий на них.

Была рассмотрена задача формирования группы и достижения ей задан-
ной точки. Существует довольно много работ, рассматривающих решения
описанной проблемы, например [1, 2 3].

Для удобства использована математическая модель двухколёсного робота.
xi, yi — положение центра масс робота, θi — угол поворота робота относительно
заданной системы координат, i ∈ 1, N , vi — линейная скорость робота, wi —
поворотная скорость, 0 ⩽ vi < vmax, |wi| < wmax,:

xi(t+∆t) = xi(t) + vi cos θi(t)

yi(t+∆t) = yi(t) + vi sin θi(t)

θi(t+∆t) = θi(t) + wi,

(1)

В области действия группы расположены статические препятствия, однако
специально оговорено, что целевая точка достижима из любой другой точки
пространства, не занятой препятствиями. Каждый агент оснащён датчиком
лидар, фиксирующим объекты в заданном радиусе Ri. Все датчики идентичны
между собой, т. е. Ri = Rj, i ̸= j.

Предложена стратегия, включающая в себя элементы обучения с подкрепле-
нием. Агентам необходимо сохранять допустимое расстояние между собой, а
также выбирать наиболее оптимальный маршрут достижения целевой точки. В
виду ограниченной области видимости, группе необходимо адаптировать своё
поведение в зависимости от изменения препятствий, возникающих на пути.
Алгоритм состоит из комбинирования двух стратегий: поддержания структуры
группы и планирование пути к цели.

Реализована система моделирования, в которой проводилось обучение и
тестирование алгоритма. СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
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МОДЕЛЬ ГРУППЫ ДРОНОВ В УСЛОВИЯХ ОТСУТСТВИЯ

ВНЕШНЕЙ СИСТЕМЫ ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ И

ОГРАНИЧЕНИЙ ПО ПОЛУЧЕНИЮ КООРДИНАТ ДЛЯ

ДРОНОВ, НАХОДЯЩИХСЯ В ГРУППЕ

Гиргидов Рубен Артурович
СПбГПУ им. “Петра Великого”, e-mail: ruben@betria.com

Моделирование движения группы дронов является важным элементом груп-
пового управления. Движение дронов и в условиях наличия системы глобаль-
ного позиционирования, и с учетом наличия системы безопасности, которая
обеспечивает связь с ближайшими объектами (информирует о своих коор-
динатах в абсолютных величинах), достаточно хорошо разработано как для
централизованных, так и для автономных систем. Однако область примене-
ния групп дронов при отсутствии централизованного управления и систем
глобального позиционирования, является достаточно широкой и пока слабо
разработанной. К таким задачам относятся: навигация внутри помещений [1],
навигация в космическом пространстве [2] и так далее.

Решение таких задач имеет ряд особенностей: стоимость и количество дат-
чиков и контроллеров для каждого дрона увеличивается вместе с повышением
требований к системе идентификации дронов [3], получением относитель-
ных координат идентифицированных объектов, частотой получения данных,
их точностью и дистанцией, на которой датчики работают, учету погодных
условий и т. п. Системы управления для таких массивов данных становятся
более сложными и часто более непредсказуемыми. Возможная синхронизация
данных между дронами тоже начинает представлять определенные проблемы,
особенно усиливающиеся при большом количестве дронов в группе (более 500
штук).

Таким образом перед разработчиками систем управления для дронов, рабо-
тающих в группе, встает вопрос баланса управляемости и стоимости каждого
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дрона в указанных выше условиях. Для этого, в первую очередь, необходи-
мо определить минимальные набор датчиков, устанавливаемых на дрон, для
обеспечения управляемости группой дронов, которую мы будем проверять
на групповых моделях дронов. Рассмотрим модель группы при следующих
ограничениях:

1. В системе отсутствует глобальное позиционирование.

2. В системе отсутствует возможность определять абсолютную скорость дрона.

3. В системе ограничена возможность определять относительную скорость
дронов.

4. Известно ускорение дрона и им можно управлять по всем осям.

5. Известно направление движения дрона.

6. Измерения производятся с частотой 20-100Гц.

7. Каждому дрону известно расстояние до любого дрона в группе.

8. Известна максимальная предельная скорость дрона.

9. Дрон не может идентифицировать других (достаточно жесткое условие,
необходимое для обеспечения устойчивости группы в случае изъятия или
добавления дронов в группу).

10. Дроны не должны приближаться друг к другу ближе диаметра безопасности

11. Направление ускорения при полете дрона может меняться произвольно и
происходит мгновенно.

При наличии этих ограничений мы хотим добиться от группы формирования
самой плотной и стабильной возможной конфигурации. Для решения этой за-
дачи мы применим метод, который является аналогом метода покоординатного
спуска. Оптимальным значением, к которому стремится каждый дрон, является
точка максимальной концентрации дронов в его окружении.

Необходимо отметить, что независимо от выбранного алгоритма управления
при отсутствии информации о скоростях дроны в группе начинают “набирать”
скорость, выходя на предельные значения. Чтобы избежать этого, мы вводим
аналог диссипации, основанный на вязком торможении, пропорциональном
скорости.

В данном случае, поскольку нет ни глобального, ни локального позици-
онирования, а также невозможно вычислить абсолютные и относительные
скорости, был разработан следующий алгоритм:

— Каждый дрон в группе выделяет три наиболее “удаленных” (расстояние
до которых максимально) дрона в каждый момент времени и определяет
предположительные координаты относительные координаты, в следующий
момент времени. Основываясь на этой информации, вычисляются их пред-
положительные перемещения, при этом мы исходим из предположения, что
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все дроны, относительно которых производятся расчеты, находятся вокруг
рассматриваемого дрона.

— Вычислив перемещение каждого дрона и зная временной интервал, мы
можем вычислить его скорость относительно трех наиболее удаленных.
Затем мы определяем относительное диссипативное торможение.

— Если в какой-то момент дрон обнаруживает наличие соседа в зоне безопас-
ности, он мгновенно изменяет суммарную действующую на него силу на
противоположную и максимально возможную по величине. Так как дроны
симметричны, мы можем гарантировать отсутствие преследования одним
дроном другого, и в результате этого решения дроны гарантированно уско-
ряются в направлении, противоположном тому, которое могло привести к
столкновению.

Полученные результаты: Группа, организованная на таких принципах и с
указанными выше ограничениями, обладает достаточно интересными свойства-
ми.

1. Взаимодействие дронов стало заведомо не локальным, т. е. такую группу
нельзя отнести к роям.

2. Группу не удалось однозначно стабилизировать, приводя к статической
структуре.

3. Проявляется периодический процесс, когда выделилось несколько доста-
точно удаленных дронов, относительно которых и вычисляется скорость и
осуществляется навигация.

4. Удаленные дроны осуществляют циркуляцию вокруг основного облака дро-
нов, постепенно приближаясь к нему, как только эти дроны входят в ос-
новную группу, она тут же теряет стабильность разлетается по некоторой
площади, после чего опять начинает сжиматься выделяя несколько сильно
удаленных, циркулирующих дронов.

Данная особенность группы представляет большой интерес, так как выделение
дронов, играющих роль “пастушьих собак”, происходит не вследствие алгорит-
мического консенсуса или каких-либо особенностей дронов, а как результат
процессов самоорганизации группы, обеспечивая таким образом работоспособ-
ность всей группы независимо от того, что происходит с отдельными дронами.
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ПОЛОЖЕНИЕ РАВНОВЕСИЯ В МОДЕЛИ РЫНКА КАК
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Постановка задачи. Пусть дано n ∈ N товаров. Рассмотрим множе-
ство P = [c11, c21] × [c12, c22] × . . . × [c1n, c2n], 0 < c1i < c2i, i = 1, n,
p ∈ P — цены на соответствующие товары. Обозначим m ∈ N— число то-
варов, для которых ищется положение равновесия. Пусть также дана матрица
E = (Eij)m×n(e = (eij)m×n), Eij ∈ R(eij ∈ R), i = 1, n, j = 1,m, где Eij(eij)—
эластичность спроса (предложения) на товар с номером i по цене на товар с
номером j.

Рассмотрим отображения спроса и предложения соответственно:

D,S : P → Rm
+ , P ⊂ Rn

+.

Отображение спроса (предложения) определяется по следующей формуле:

Di(p1, . . . , pn) = D∗
i

n∏
j=1

(
pj
p∗j

)Eij
(
Si(p1, . . . , pn) = S∗

i

n∏
j=1

(
pj
q∗j

)eij)
, i = 1,m.

Также известны начальные значения D(p∗) = D∗, S(q∗) = S∗.
Основной результат. Введем следующие константы:
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Теорема 1. Пусть для заданной модели справедливы следующие неравенства:
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— α > β,

— max
i=1,n

|Si (c̃)−Di (c̃) | < α(σ)− β(σ), c̃ =
c1 + c2

2
.

Тогда в исследуемой модели существует вектор равновесных цен p0 ∈ P :
S(p0) = D(p0).

Были получены достаточные условия существования вектора равновесных
цен. Полученный результат является уточнением результатов, полученных в [1]
и [2]. Для этого были использованы теоремы о точках совпадения накрывающе-
го и липшицего отображений. Данные результаты могут быть использованы при
исследовании мощностей множеств векторов равновесных цен и их численного
нахождения.
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СИНТЕЗ НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ ФИЛЬТРОВ
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В работе рассматривается задача о построении непрерывно-дискретных
фильтров пониженного порядка (функциональных наблюдателей), восстанавли-
вающих несмещенную и оптимальную оценку векторного линейного функцио-
нала от фазового вектора состояния объектов управления со стохастическими
возмущениями по измеряемому векторному выходу. Возмущения в системе
представляют некоррелированные между собой в разные моменты времени бе-
лые аддитивные шумы с априорно известными вероятностными характеристи-
ками, некоррелированные с начальным состоянием системы и воздействующие
как на непрерывный объект, так и на канал дискретных измерений. В качестве
критерия оптимальности выбирается среднеквадратичная ошибка в установив-
шемся режиме. Для вычисления критерия применяется метод интегральных
квадратичных оценок качества.

Ранее были предложены подходы [1, 2] к построению фильтров понижен-
ного порядка в совместной задаче стабилизации и оптимальной фильтрации,

https://ieeexplore.ieee.org/document/9600139
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методы [2, 3, 4, 5] решения задачи о построении функциональных наблюдателей
для стохастических линейных стационарных систем, основанные на канони-
ческих представлениях, для различных случаев: скалярный и векторных выход,
скалярный и векторный функционал, непрерывное и дискретное время.

В работе для стохастических многосвязных систем (векторный выход и
векторный функционал) предлагается нацеленный на развитие предыдущих
результатов подход для синтеза непрерывно-дискретных фильтров. Предложен-
ный подход позволяет установить явную зависимость критерия оптимальности
от неизвестных параметров искомых фильтров. Кроме того, предлагаются
необходимые и достаточные условия несмещенности оценок, формируемых
функциональными непрерывно-дискретными наблюдателями. В отличие от
существующего подхода [1] к построению фильтров, динамический порядок
функциональных наблюдателей не обязательно совпадает с размерностью век-
торного функционала от фазового вектора состояния.
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О РЕАЛИЗУЕМОСТИ ГРАФА ДИСКРЕТНЫХ СОСТОЯНИЙ
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Рассматривается задача стабилизации нулевого положения равновесия в
заданной прямоугольной окрестности для нелинейной аффинной системы

ẋ = f(x) + p(x)u, f(0) = 0, (1)

где x ∈ R2, u ∈ R. В статьях [1], [2] был предложен подход к решению
задачи на основе кусочно-линейной аппроксимации системы (1), позволяющий
сформулировать следующий алгоритм поиска стабилизирующего регулятора.

1. Построение приближения. Заданную окрестность положения равновесия
предлагается разбить на m непересекающихся многогранников, в каждом
из которых исходную нелинейную аффиную систему приблизить линейной
системой. Такую аппроксимацию можно записать в виде переключаемой
системы

ẋ = Aσx+ vσ + bσu, σ ∈ S, v1 = 0, (2)

2. Поиск регулятора. Ищем переключаемый регулятор в виде обратной связи
u = −kσx + wσ при помощи численной процедуры перебора и теорем
о проверке устойчивости замкнутой системы из [1], [2]. Таким образом
получаем устойчивую замкнутую систему

ẋ = (Aσ − bσkσ)x+ vσ + wσbσ, σ ∈ S, v1 = 0, (3)

3. Расширение S. В построенном приближении изначально множество пе-
реключающих сигналов состоит из одного элемента σ0. Найдём пределы,
в которых можно варьировать границы многогранников, задающих пере-
ключающие сигналы, так, чтобы система (3) оставалась асимптотически
устойчивой, расширив таким образом множество переключающих сигналов
S.

4. Поиск наилучшего приближения. На расширенном множестве S находим пе-
реключающий сигнал σ1, минимизирующий ошибку между аппроксимацией
(3) и исходной системой (1), замкнутой переключаемым регулятором.

ẋ = f(x) + p(x)(−kσ1
x+ wσ1

). (4)

5. Реализуемость графа. Проверка устойчивости замкнутой переключаемой
системы (3) на шаге 2 существенно опирается на ее граф дискретных со-
стояний. Чтобы доказать устойчивость системы (4), необходимо чтобы для
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любой её траектории переходы между областями рассматриваемой окрест-
ности, задаваемыми сигналом σ1, происходили в соответствии с графом
дискретных состояний аппроксимирующей системы (3).
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Аннотация. Целью настоящей работы является повышение точности по-
зиционирования группы роботов за счет комплексирования измерений, полу-
ченных от различных датчиков. В данном исследовании представлен новый
алгоритм, предлагающий улучшения в области локализации.

Введение. Реальное положение в пространстве определяется на основе по-
казаний датчиков, таких как GPS, инерциальные датчики, высотомеры и т.п.
Каждый идатчик имеет погрешность измерений. Наиболее точным считает-
ся GPS, однако даже при отсутствии помех его точность в горизонтальной
плоскости не превосходит 10 метров, а в вертикальной — в 3-4 раза ниже
[1]. В настоящей работе разработан алгоритм, позволяющий повысить точ-
ность измерения координат за счет комплексирования измерений от различных
датчиков.

Математическая модель. Предположим, что каждый робот оснащен тремя
типами разнородных датчиков: приемником GPS сигнала, высотомером, а также
дальномером. Первый способен определять трехмерные координаты, второй —
только высоту, а последний — расстояние до других роботов в группе. Для
определения истинных координат был сконструирован функционал:

E(XR) =
1

n

(
1

aG

n∑
i=1

EG
i +

1

aHz

n∑
i=1

EH
i +

1

aD

n∑
i=1

n∑
j=1

ED
ij

)
, (1)
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где n— число роботов в группе; aG, aHz , a
D — точности приборов, а

EG
i , E

H
i , E

D
ij — квадратичные ошибки вычисления координат приемником GPS-

сигнала, высотомером и дальномером. Искомые координаты определялись
путем минимизации функционала (1). Наибольшую эффективность показал
алгоритм RPROP [2].

В численном эксперименте число роботов n изменялось от 10 до 1000 с
шагом 50. Распределялись роботы в пространстве в виде фигур: в узлах пря-
моугольной сетки, вдоль окружности либо вдоль линии. Путем равномерного
распределения случайных чисел синтезировались искаженные показания, полу-
ченные каждым прибором. Проводилась минимизация (1). Проведено по 100
экспериментов с каждой группой роботов и получено усредненное значение.
На Рис.1 приведены численные эксперименты.

a) b)

c) d)

Рис. 1: a) Число итераций для достижения заданной точности в зависимости
от количества роботов (метод RPROP), b) Начальная и конечная плотности
распределения ошибок, c) Зависимости снижения математического ожидания
среднеквадратичного отклонения, d) Зависимости относительного снижения
ошибки определения координат от числа роботов.

Заключение. В ходе проведенного исследования был разработан алгоритм,
позволяющий повысить точность измерения координат за счет комплекси-
рования измерений, полученных от различных датчиков. Были проведены
численные исследования по сравнению методов локализации и в частности
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приведены зависимости снижения ошибок при введении зашумленного сигнала
в показания.
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Рассмотрим обобщенное уравнение Осколкова—Бенджамена—Бона—Махо-
ни—Бюргерса:

∂

∂t
(∆u− u) + b∆u− au+ (L; ∇)up + µur = 0,

где неизвестная функция u(·) зависит от вектора пространственных перемен-
ных (x1; . . . ;xN) и скалярного времени t, а L ∈ RN a, b, µ ∈ R, p, r ∈ N —
постоянные параметры. Такое уравнение может описывать нестационарные
процессы в полупроводниковой среде.

Установившемуся процессу в двумерном случае соответствует уравнение

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
− au+ L1

∂

∂x
(up) + L2

∂

∂y
(up) + µur = 0

(не нарушая общности, считаем, что b = 1). Данная работа посвящена группо-
вому анализу этого стационарного уравнения. Разобраны разные комбинации
параметров, проанализировано их влияние на вид допускаемых уравнением
инфинитезимальных операторов, построены соответствующие инвариантные
решения.
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Рассматривается следующая задача Дирихле для вырождающегося эллипти-
ческого уравнения в прямоугольнике D = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < b}:{

u′′xx + ymu′′yy + c(y)u′y − a(y)u = f(x, y), (x, y) ∈ D,

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂D.
(1)

Считаем, что a(y), c(y) и f(x, y) — некоторые аналитические функции пере-
менного y в комплексной области G такой, что [0, b] ⊂ G. Кроме того, a(y) ⩾ 0
при y ∈ [0, b] и c(0) = 0. Мы предполагаем, что порядок вырождения m
уравнения (1) принадлежит интервалу (0, 1).

Теорема 1. Пусть правая часть f(x, y) задачи (1) аналитична в области G как
функция переменного y при каждом фиксированном x ∈ [0, 1], имеет вторую
непрерывную производную по y в D̄, при каждом фиксированном y ∈ (0, b)
принадлежит классу Гёльдера как функция переменного x.

Тогда существует решение задачи (1) в классе C(D̄)∩C2(D), представимое
в виде следующего ряда:

+∞∑
k=1

ηk(y) · sin πkx, (x, y) ∈ D̄,

который сходится абсолютно и равномерно в D̄, допускает двукратное
почленное дифференцирование по x и по y внутри D, ηk(y) ∈ A(G \ {0}).

Если m ̸∈ Q, то функции ηk(y) в достаточно малой окрестности U точки
y = 0 представимы в виде

ηk(y) = ψk,0(y) +
+∞∑
n=1

yn(2−m) · ψk,n(y), y ∈ U ⊂ G,

ряд сходится в A(U \ {0}). Если же m = p/q ∈ Q, то

ηk(y) = ψk,0(y) +

q−1∑
n=1

yn/q · ψk,n(y) + ln y · ψk,q(y), y ∈ U ⊂ G,

ряд сходится в A(U \ {0}). Функции ψk,n(y) аналитичны в U , ψk,0(0) = 0.
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Изучается задача для уравнения Бесселя

U ′′(r) +
1

r
U ′(r) +

(
λ− n2

r2

)
U(r) = 0, 0 < r < 1, (1)

с граничным условием
U ′(1) = dλ2U(1). (2)

В предположении ограниченности решений уравнения (1) получена система
собственных бесселевых функций

Uk(r) = Jn(
√
λkr), k = 1, 2, 3, . . . ,

отвечающих собственным значениям λk — корням характеристического уравне-
ния

J ′
n(
√
λ) = d(

√
λ)3Jn(

√
λ). (3)

Для всех собственных значений задачи будем считать выполненным условие

−π/2 < arg
√
λk ⩽ π/2, , k = 1, 2, 3, . . . .

Уравнение для кратных корней имеет вид

−4zJn(z)J
′
n(z) + n2J2

n(z) = z2[J2
n(z) + (J ′

n(z))
2]. (4)

Все корни уравнения (4) простые при z ̸= 0.
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Теорема. Если d /∈ {J ′
n(z)/z

3Jn(z)}, где z — множество корней уравнения (4),
то система

{
√
rUk(r) =

√
rJn(

√
λkr)}, k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . ,

собственных функций задачи (1)–(2), умноженных на весовой множитель, без
любых двух собственных функций с номерами l и m является базисом Рисса
в пространстве L2(0, 1). Если d = J ′

n(z)/z
3Jn(z), где комплексное число z —

любой корень уравнения (4), то система

{
√
rUk(r) =

√
rJn(

√
λkr)}, k = 1, 2, . . . , l − 1, l + 1, . . . ,

собственных функций задачи (1)–(2), умноженных на весовой множитель, без
одной собственной функции с номером является базисом Рисса в пространстве
L2(0, 1).

Построены соответсвующие биортогонально сопряженные системы.
Исследование проведено при финансовой поддержке Минобрнауки РФ

в рамках реализации программы Московского центра фундаментальной и
прикладной математики по соглашению № 075-15-2022-284.
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Рассмотрим дифференциальное выражение

ℓy = By′ + P (x)y,

где B =

(
−i 0
0 i

)
, P (x) =

(
p1(x) p2(x)
p3(x) p4(x)

)
, y =

(
y1(x)
y2(x)

)
, x ∈ [0, π],

порождающее вместе с краевыми условиями U в пространстве H = (L2[0, π])
2

одномерный оператор Дирака L = LP,U . Матрицу P будем считать комплекс-
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нозначной и суммируемой, т. е. pj ∈ L1[0, π]. Мы будем рассматривать разде-
ленные краевые условия

U =

(
ea e−a 0 0
0 0 eb e−b

)
,

а точнее, любые краевые условия, которые элементарными преобразованиями
приводятся к указанному виду. Легко проверяется, что такие условия сильно
регулярны при любых комплексных a и b, а при чисто мнимых a и b являются
самосопряженными. Известно, что при таких условиях оператор LP,U является
замкнутым (неограниченным) оператором в H с непустым резольвентным
множеством. Известно также, что его спектр состоит из собственных значений
{λn}n∈Z, лежащих в некоторой горизонтальной полосе {|Imλ| < α}.

Заметим, что потенциал P можно считать внедиагональным

P (x) =

(
0 p2(x)

p3(x) 0

)
.

Общий случай сводится к внедиагональному с помощью преобразования подо-
бия.

Систему собственных и присоединенных функций оператора LP,U мы обо-
значим {yn}n∈Z. Через {wn}n∈Z обозначим биортогональную систему (легко
показать, что она составлена из корневых функций сопряженного оператора).
Через L0,U обозначим оператор с нулевым потенциалом и теми же краевыми
условиями. Его собственные значения, каноническую систему собственных
и присоединенных функций и биортогональную систему обозначим λ0n, {y0

n},
{w0

n}. В работе [1] было доказано, что для любых сильно регулярных крае-
вых условий и любого внедиагонального суммируемого потенциала система
{yn}n∈Z является в H базисом, эквивалентным ортонормированному. Следую-
щее утверждение переносит этот результат на случай пространств (Lµ[0, π])

2 с
µ ̸= 2.

Теорема 1. Пусть LP,U — оператор Дирака с разделенными краевыми условия-
ми и суммируемым внедиагональным потенциалом P . Тогда оператор замены
базиса W : y0

n 7→ yn ограничен и ограниченно обратим в пространствах
Lµ, µ ∈ (1,∞), где {y0

n}— система собственных и присоединенных функций
невозмущенного оператора L0,U с нулевым потенциалом и теми же крае-
выми условиями. Вместе с ним ограничен и ограниченно обратим оператор
(W ∗)−1 : w0

n 7→ wn.
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В работе проведено исследование устойчивости репликаторных систем, в
частности, в модели гиперциклической репликации. В этих моделях сфор-
мулирована основная триада эволюционного процесса: наследственность —
изменчивость — естественный отбор. Эти постулаты Дарвина [1] совместно с
другими дополнительными принципами образуют основу современной теории
эволюции.

Понятие “наследственности” формализуется в общем виде репликаторного
уравнения

u̇i
ui

= gi (u)− f (t) , (1)

где справа стоит разность приспособленности i-го вида и средней приспособ-
ленности популяции. Заметим, что термин приспособленность — это математи-
ческая формализация в этих моделях естественного отбора. “Изменчивость”
достаточно часто задается в виде явных параметров, которые описывают веро-
ятность изменения вида с номером i в вид с номером j. Обычно эти параметры
называются параметрами мутаций или мутационным ландшафтом [2].

В частности, можно показать, что “изменчивость” неявным образом может
быть встроена в модель гиперцикла. В нашей работе мы будем рассматривать
(в эволюционном смысле) так называемые невырожденные репликаторные
модели.

Определение. Репликаторная система (1) называется невырожденной, если
для любых начальных данных системы u0i , i = 1, n, u0∈int {Sn} существует
δ0 > 0 такое, что

limt→∞ infui (t) ⩾ δ0 > 0, i = 1, n.

Иными словами, система является невырожденной, если граница симплекса
Sn отталкивает траектории системы. Замечательным является тот факт, что
система гиперцикла невырождена. Это следует из теоремы 1:

Теорема 1. Репликаторная система (1) является невырожденной, если суще-
ствует такой элемент p∈int {Sn}, что выполняется условие

(P,Au) > (u,Au)

для всех неподвижных точек u∈bd {Sn} системы (1).
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Рассмотрим, так называемую двухкратную гиперциклическую систему.
В этом случае уравнение динамики имеет вид

u̇i = ui (kiki−1ui−1ui−2 − f (t))),
f (t) =

∑
kiki−1uiui−1ui−2.

(2)

Справедливо

Утверждение. При нечетном n⩾5 система двухкратного гиперцикла име-
ет единственное положение равновесия ui = 1

n , которое асимптотически
устойчиво при n = 5 и неустойчиво при n > 5.
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Вычислительные технологии широко используются при исследовании про-
блем динамики несжимаемой жидкости. При рассмотрении течений в слож-
ных расчетных областях используются конечно-элементные аппроксимации
по пространству [1]. Для приближенного решения стационарных задач часто
применяется применяется метод установления. Более естественный подход к
минимизации вычислительных затрат достигается использованием итерацион-
ных методов с учетом специфики рассматриваемых задач.

Ставится краевая задача для уравнений Навье-Стокса в ограниченной обла-
сти Ω:

−ν div gradu+ div(u⊗ u) + grad p = f(x),

divu = 0, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

где u — скорость, p — нормализованное на плотность давление, ν — кинемати-
ческая вязкость.

Численно исследовалась сходимость различных итерационных методов. С
учетом нелинейности конвективного переноса рассматривались его линеариза-
ции в различных формах:

div(uk+1 ⊗ uk+1) ≈ div(uk ⊗ uk+1),
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div(uk+1 ⊗ uk+1) ≈ div(uk+1 ⊗ uk),

div(uk+1 ⊗ uk+1) ≈ 1

2

(
div(uk ⊗ uk+1) + div(uk+1 ⊗ uk)

)
,

где k — номер итерации. Метод Ньютона соответствует использованию линеа-
ризации

div(uk+1 ⊗ uk+1) ≈ div(uk ⊗ uk+1) + div(uk+1 ⊗ uk)− div(uk ⊗ uk).

Расчеты выполнены для тестовой двумерной задачи о течении в каверне [2]
при больших числах Рейнольдса Re (10 000 и больше) на последовательности
расчетных сеток вплоть до 513× 513. Использовались треугольные квадратич-
ные конечные элементы для скорости и линейные — для давления. Сходимость
итерационных методов имеет место только до некоторых значений числа Рей-
нольдса. Наиболее предпочтительным является метод Ньютона. При больших
Re сходимость обеспечивается специальными процедурами задания начального
приближения.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Glowinski R., Pan T.-W. Numerical Simulation of Incompressible Viscous Flow.
Berlin: de Gruyter. 2022.

[2] Shankar P. N., Deshpande M. D. Fluid mechanics in the driven cavity // Annual
Review of Fluid Mechanics. 2000. V. 32, № 1. P. 93–136.

ОЦЕНКА ОСТАТОЧНОГО ВРЕМЕНИ РАБОТЫ

ПРОМЫШЛЕННОГО ОБОРУДОВАНИЯ И КЛАССИФИКАЦИЯ

ДЕФЕКТА

Ечкина Евгения Юрьевна, Назаров Артём Сергеевич
Кафедра автоматизации научных исследований, e-mail: ejane@cs.msu.su, nazarart06@gmail.com

Введение. Современные промышленные системы, особенно тягодувные
установки, играют ключевую роль в производственных процессах. Однако,
даже незначительные дефекты в таких системах могут привести к серьезным
последствиям, включая простои и аварии. Поэтому разработка эффективных
методов для раннего обнаружения и классификации дефектов в тягодувных
установках имеет большое значение.

Методика. В данной статье рассматривается методика выявления дефек-
тов в тягодувных установках с использованием анализа временных рядов
вибрационных данных. Для решения этой задачи используется рекуррентная
нейронная сеть с долгой краткосрочной памятью (LSTM [1]), которая обладает
способностью эффективно анализировать последовательные данные и выявлять
аномалии.
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Метрики. Для оценки качества работы предложенной модели использова-
лись следующие метрики [2]:

1. Точность (Accuracy): Отношение числа правильно классифицированных
фрагментов к общему числу фрагментов. Эта метрика позволяет оценить об-
щую эффективность классификации.

2. Полнота (Recall): Отношение числа верно классифицированных фрагмен-
тов к общему числу фрагментов с дефектами. Полнота показывает способность
модели обнаруживать все дефекты.

3. Точность (Precision): Отношение числа верно классифицированных фраг-
ментов к общему числу фрагментов, классифицированных моделью как имею-
щие дефект. Эта метрика позволяет оценить точность обнаружения дефектов.

4. F1-мера (F1-Score): Гармоническое среднее между точностью и полнотой.
Она является сбалансированным показателем, учитывающим как точность, так
и полноту классификации.

5. ROC-AUC: Площадь под кривой ROC (Receiver Operating Characteristic).
Эта метрика позволяет оценить качество бинарной классификации в зависимо-
сти от порога классификации.

Результаты. Эксперименты показали, что предложенная методика обладает
высокой точностью и эффективностью в выявлении дефектов в тягодувных
установках. Нейронная сеть классифицировала фрагменты временных рядов
как фрагменты без поломок, с существенными поломками и несуществен-
ными поломками с высокой точностью. Значения метрик, таких как F1-скор,
подтверждают хорошее качество классификации.

Заключение. Разработанная методика представляет собой важный шаг в
направлении автоматизации процесса выявления дефектов в тягодувных уста-
новках. Дальнейшие исследования могут быть направлены на расширение функ-
циональности модели и ее применение в реальных условиях промышленного
производства. Однако, предложенный подход уже сейчас может значительно
улучшить надежность и безопасность работы промышленного оборудования.
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В современных экспериментальных установках термоядерного синтеза то-
камак одной из основных задач является создание системы для управления
положением плазмы. С этой целью применяются многочисленные датчики
электромагнитной диагностики, расположенные внутри вакуумной камеры. В
работе анализируется возможность использования интегральных параметров
магнитных измерений для нахождения положения плазменного шнура внутри
камеры. В качестве таких параметров рассматриваются моменты плотности
тороидального тока плазмы. Кроме того электромагнитная диагностика при-
меняется для исследования МГД-активности плазмы и организации пробоя в
камере токамака. Поэтому необходима разработка надежных быстрых методов
обработки данных электромагнитных измерений, способных работать в режиме
реального времени эксперимента.

В 2023 году в НИЦ «Курчатовский институт» проведен энергетический
пуск новой термоядерной установки токамак Т-15МД и проведено две экс-
периментальные компании. Получены разряды с током плазмы порядка 200
кА. На основе данных этих экспериментов проводилась обработка электро-
магнитных измерений и определялась граница плазмы [1]. Целью настоящей
работы является изучение применимости интегральных моментов профиля
тороидального тока для оценки положения плазменного шнура, а также вытяну-
тости его поперечного сечения. Расчеты проводились помощью кода RPB для
решения обратной задачи МГД-равновесия плазмы [2]. Представлены резуль-
таты сравнения данного метода с упрощенными эмпирическими формулами,
применявшимися ранее в эксперименте для приближенной оценки положения
плазмы на основе сокращенного набора датчиков.

Работа проведена в рамках выполнения Государственного задания НИЦ
«Курчатовский институт».
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Актуальность и цель работы. Среди серьёзных сердечно–сосудистых за-
болеваний особое место занимает блокада левой ножки пучка Гиса (далее —
БЛНПГ). Согласно статистике, этим заболеванием страдают 1,2% взрослых
людей в возрасте до 50 лет (к 80 годам доля заболеваний увеличивается до
17%). БЛНПГ — достаточно распространенный синдром, который характеризу-
ется нарушением проводимости электрического импульса в левой ножке пучка
Гиса проводящей системы сердца. Прогрессирование синдрома БЛНПГ часто
приводит к нарушению нормального сердечного ритма и к развитию сердечной
недостаточности. Поэтому разработка математических методов и программ-
ного обеспечения для автоматизации диагностики БЛНПГ на кардиограммах
пациентов, в том числе в удалённом режиме, приобретает особую актуальность.
Целью данной работы является разработка такой методики.

Методы. Нами применялся метод машинного обучения SVM (Support Vector
Machine), который основан на концепциях оптимального разделения классов и
построения гиперплоскостей для разделения данных и предназначен для их
классификации и регрессии. Ключевым фактом является то, что мы имеем
дело с кардиограммами, прошедшими предварительную (стандартную) обра-
ботку: применяются фильтры высоких частот, низких частот, сетевой наводки,
удаляются зашумлённые сегменты, что значительно повышает эффективность
решения задачи. База данных для обучения этой модели была заполнена при-
мерно 10 000 записями ЭКГ, предоставленными сотрудниками ООО «АТЕС
МЕДИКА софт», с подтверждёнными (положительными и отрицательными)
медицинскими диагнозами.

Результаты. Была проведена работа по выбору параметров, наиболее суще-
ственно влияющих на качество модели, и была построена матрица ошибок для
оценки производительности классификатора. В ходе тестирования был выбран
оптимальный набор параметров, обеспечивающий наилучшие результаты и
наименьший процент врачебных ошибок 2-го рода.
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Выводы. Численные эксперименты, проведённые на тестовой выборке из
тестовой базы данных записей ЭКГ, показали, что разработанная модель уже
может применяться на практике.
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В настоящее время хеджирование, как инструмент снижения финансовых
рисков, оказывается под влиянием ряда сложных и многомерных факторов,
анализ которых становится возможным благодаря использованию последних
достижений в области машинного обучения. В данной работе рассматрива-
ется задача поиска условий статического арбитража, которая заключается в
идентификации ситуаций на рынке, предусматривающих возможность гене-
рации безрисковой прибыли путем эксплуатации ценовых диспропорций [1].
Статический арбитраж тесно связан с хеджированием, так как направлен на
снижение риска и может использоваться для защиты арбитражной позиции от
непредвиденных рыночных изменений, которые могут исказить первоначаль-
ную ценовую диспропорцию.

Для проведения экспериментов были выбраны ежедневные данные с фондо-
вых бирж, включая цены на фьючерсы и опционы, акции крупных компаний,
валютные пары, полученные за последние 5–10 лет для обеспечения достаточ-
ного объема информации о различных рыночных условиях.

Для разметки обучающего множества были выбраны классические условия
отсутствия арбитража в контексте опционного прайсинга: условие Butterfly
Spread, пут-колл паритет, границы для цен опционов [2].

Для выявления новых закономерностей в данных использовалась символьная
регрессия для извлечения описательных формул из данных, а именно, один
из подходов — генетическое программирование, основанное на эволюционных
принципах, где формулы эволюционируют для наилучшего описания данных,
руководствуясь фитнес-функцией, которая оценивает их соответствие данным
[3].

Полученные результаты.

— Неравенства границы для стоимости колл и пут опционов. Эти неравен-
ства говорят о том, что стоимость колл-опциона должна быть не меньше
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внутренней стоимости, а стоимость пут-опциона должна быть не меньше
внутренней стоимости, это соотносится с определением опционов [4].

— Уравнение пут-колл паритета с учетом дивидендов: это уравнение модифи-
цирует пут-колл паритет для случая, когда актив выплачивает дивиденды.

— Неравенство для комбинации колл и пут опционов с одинаковым страйком:
это условие гарантирует, что сумма стоимостей колл и пут опционов с
одинаковым страйком не может быть меньше максимальной стоимости
отдельно взятого колл или пут опциона.
Таким образом, если рыночные цены опционов не соответствуют этим нера-

венствам, теоретически существует возможность для арбитража. Полученные
формулы могут служить сигналами для арбитражных стратегий, способных
действовать в условиях высокой волатильности рынка и использовать моменты
ценовых искажений.
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Языки Fortran-DVMH [1] и С-DVMH [2] представляют собой расширение
стандартных языков Фортран 95 и Си 99 в соответствии с моделью DVMH. При
использовании данных языков программист имеет один вариант программы и
для последовательного, и для параллельного выполнения. Программа, помимо
описания алгоритма обычными средствами языка, содержит правила парал-
лельного выполнения этого алгоритма. Правила оформляются синтаксически
таким образом, что они являются «невидимыми» для стандартных компиля-
торов с языка Фортран и Си для последовательных ЭВМ и не препятствуют
выполнению и отладке DVMH-программы на рабочих станциях как обычной
последовательной программы.
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Для отображения DVMH-программы на параллельную ЭВМ используются
специальные компиляторы, которые входят в состав DVM-системы [3]. DVMH-
компилятор преобразует исходную программу в параллельную программу на
языке Фортран или Си с вызовами функций системы поддержки параллельного
выполнения DVMH-программ (библиотеки Lib-DVMH). Для каждого парал-
лельного цикла компилятор генерирует процедуру-обработчик для вычислений
на ускорителе (например, для графического процессора с использованием тех-
нологии CUDA) и процедуру-обработчик для выполнения этого параллельного
цикла на центральном процессоре (например, для многоядерного процессо-
ра с использованием технологии OpenMP). Обработчик — это подпрограмма,
которая осуществляет обработку части параллельного цикла на конкретном
вычислительном устройстве. Обработчик запрашивает порцию для исполнения
(границы цикла и шаг), конфигурацию параллельной обработки (количество
нитей), а после выполнения порции передает результат в систему поддержки.

Основная задача компиляторов с языков Fortran-DVMH и C-DVMH — эф-
фективное отображение DVMH-программы на кластеры с многоядерными
процессорами и ускорителями в узлах. Это достигается как за счет различных
оптимизаций, которые выполняются статически, при компиляции программы,
так и за счет динамических оптимизаций, которые выполняются во время
работы программы.

Исторически компилятор с языка С-DVMH стал разрабатываться позднее
компилятора с языка Fortran-DVMH. Это привело к тому, что не все возмож-
ности, которые присутствуют в языке Fortran-DVMH, можно использовать
в C-DVMH. Например, отсутствовала поддержка работы с редукционными
массивами, работа с удаленными данными типа REMOTE_ACCESS в парал-
лельных циклах. В рамках данной работы эти недостатки были устранены.
Новые возможности компилятора C-DVMH позволили значительно упростить
процесс разработки параллельных программ и повысить эффективность их
параллельного выполнения. Это будет продемонстрировано на примере тестов
из набора NAS Parallel Benchmarks.
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С развитием технологий выросла потребность в высокопроизводительных
вычислениях, в том числе с использованием гетерогенных систем, в которых
алгоритмы запускаются на устройствах различного назначения: ЦПУ, ГПУ,
ускорителях. Однако написание параллельных программ, работающих на гете-
рогенных системах, требует высокой квалификации программистов.

Современные инструменты автоматизации параллельного программирова-
ния включают в себя различные виды отладчиков. Чаще всего используются
традиционные интерактивные отладчики, при которых пользователь определя-
ет одну или несколько контрольных точек. Более продвинутые инструменты
представлены динамическим анализом корректности, проверяющим в ходе
выполнения программы заданные условия корректности, а также методом
сравнительной отладки.

Сравнительная отладка совмещает в себе преимущества практического
тестирования параллельных программ и формальной верификации. Эталонная
(зачастую последовательная) версия программы может являутся формальной
спецификацией для параллельной программы. Еще одно преимущество данного
вида отладки состоит в том, что она позволяет сравнивать между собой не
только разные версии одной программы, но и различные устройства, например
ЦПУ и ГПУ.

Одним из инструментов автоматизации параллельного программирования,
использующих метод сравнительной отладки, явдяется DVM-система. DVM
расширяет языки C и Fortran директивами, преобразовывающими последова-
тельную программу в параллельную.

В докладе рассмотрены сложности, возникающие при разработке срав-
нительного отладчика параллельных программ в DVM-системе [1] для язы-
ка C-DVMH [2]. Не так давно состоялся перенос компилятора с языка C-
DVMH на одну из промышленно используемых компиляторных платформ
(CLANG+LLVM), поддерживающую современные стандарты языков Си и
Си++. В связи с таким переходом многие решения, принятые в старой версии
DVMH-компилятора, были пересмотрены, в том числе был реализован новый
подход по инструментации программ, необходимый для сравнительной отлад-
ки [3-4]. Богатая грамматика языка Си, использование макросов, работа с ре-
дукционными переменными существенно усложняет процесс инструментации
программ. В докладе будут представлены новые возможности DVM-отладчика,
которые позволяют справиться с перечисленными проблемами.
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Облачные вычисления [1] — это модель предоставления вычислительных
ресурсов по запросу, которая позволяет упрощать решение задач хранения и
обработки данных. В качестве предоставляемых услуг могут выступать как
инфраструктурные ресурсы, так и программное обеспечение различного уров-
ня: от подготовленной программной среды до распределённых сервисов. В
свою очередь, подготовка и установка программного обеспечения — трудоём-
кая задача, требующая учёта взаимосвязей инфраструктуры и программных
компонентов системы. Для автоматизации установки и настройки сервисов в
облачной среде используются специальные системы оркестрации.

Michman [2] является оркестратором сервисов платформенного уровня. В
ходе его разработки используется описание шаблонов сервисов и компонентов
при помощи стандарта TOSCA [3]. Этот подход обеспечивает гибкую работу с
различными облачными ресурсами и позволяет работать вне зависимости от
конкретного облачного провайдера.

Развертывание сервисов заключается в создании виртуальных машин, уста-
новке необходимого вспомогательного программного обеспечения, а также
конфигурации и установке целевого сервиса. Актуальной проблемой является
продолжительное время выполнения этих операций, из-за чего предоставление
услуг может быть замедленно. Для ускорения развертывания предложен метод,
основанный на создании резервных копий виртуальных машин (Рис. 1).
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Рис. 1: Схема создания резервных копий

Создание резервных копий виртуальных машин влечет за собой сохранение
всех пользовательских данных, которые вводились во время конфигурации
кластера, а также во время работы сервиса (например, учётных данных).

В оркестратор добавлен режим развертывания кластера с исключением поль-
зовательских данных. На основе описания артефактов в стандарте TOSCA, а
также при помощи доработки шаблонов, для разработчиков сервисов Michman
добавлена возможность пометить артефакты, распространяющие пользователь-
ские данные. Кроме того, поддерживается возможность пометить входные
параметры для исключения их из конфигурации резервных копий. После это-
го воспроизводится развёртывание кластера без пользовательских данных,
который используется для создания образов виртуальных машин.

Исключение пользовательских данных является одной из мер повышения
безопасности, позволяющая предотвратить раскрытие персональных данных
пользователя, создавшего резервную копию кластера. Таким образом, предло-
женный подход позволяет:

— Исключать из развёртывания кластеров пользовательские данные;

— Автоматизировать процесс конфигурации кластера из резервной копии.
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Методы машинного обучения с учителем применяются для решения ши-
рокого спектра задач в различных предметных областях[1]. Использование
подобных методов требует наличия размеченного набора данных, одним из
распространенных способов создания которого является проведение разметки
(аннотирования) набора данных несколькими экспертами за вознаграждение[2].
Чтобы исключить некачественную разметку данных, всем экспертам долж-
на быть предоставлена полная и точная инструкция. В процессе разработки
инструкции могут проводиться итерации пробной разметки небольшой ча-
сти набора данных, целью которой является обнаружение между экспертами
разногласий, связанных с недостатками инструкции.

Рис. 1: Количество обнаруженных разногласий и стоимость разметки в зависи-
мости от метода распределения задач.

Распределение задач аннотирования может влиять на количество обнару-
женных разногласий между экспертами и стоимость пробной разметки. В
процессе разметки данных известна информация о согласии между экспертами,
однако большинство методов распределения задач ее не учитывают[3]. Нами
были разработаны два метода распределения задач с учетом согласия. Методы
определяют группы похожих между собой экспертов, вычисляя их уровень
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согласия между собой, и распределяют задачи аннотирования таким образом,
чтобы каждый элемент данных был размечен одним представителем каждой
из обнаруженных групп. Параметрами методов являются порог согласия (T),
число элементов данных, на основе которых будет приниматься решение о
схожести экспертов (N), и метрика согласия.

Нами было проведено сравнение методов с учетом согласия с различными
параметрами с равномерным методом, распределяющим задачи таким образом,
чтобы каждый элемент данных был размечен фиксированным числом экспер-
тов. Для проведения сравнения был смоделирован процесс классификации ста
элементов данных на три класса пятью экспертами с низкой точностью и одним
экспертом с высокой точностью. Результаты сравнения методов представлены
на рисунке 1. Сравнение показало, что метод распределения задач анноти-
рования с учетом согласия позволяет обнаружить количество разногласий,
сравнимое с наиболее полной разметкой (каждый элемент данных размечается
каждым экспертом), при этом в ряде случаев стоимость разметки значительно
ниже.
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Написание параллельных программ, как и распараллеливание последова-
тельных, является трудоёмким процессом и требует от программиста допол-
нительных знаний различных технологий параллельного программирования
и их одновременного применения. Системы автоматизированного распаралле-
ливания призваны облегчить задачу создания новых параллельных программ,



88 Крюков В. А., Колганов А. С., Гусев Г. Д.

а также распараллеливания существующих. Важным этапом на пути полу-
чения параллельной программы является преобразование последовательной
программы, поскольку исходная структура программы может оказаться плохо
подходящей для её распараллеливания.

В ИПМ им. М.В. Келдыша РАН при активном участии аспирантов и сту-
дентов факультета ВМК МГУ им. М.В. Ломоносова создана технология па-
раллельного программирования DVMH [1] и система автоматизированного
распараллеливания SAPFOR для распараллеливания Фортран и Си программ в
модели DVMH.

Для расширения возможностей системы SAPFOR по автоматизированно-
му распараллеливанию Фортран-программ было разработано преобразование
«удаление приватных переменных». Данное преобразование применяется к
последовательным программам и заключается в удалении приватных масси-
вов из цикла с помощью подстановки выражений из определений элементов
массива в места их использования в теле цикла. Для выполнения преобразова-
ния требуется решить две задачи: найти соответствие между определениями
элементов приватного массива и местами их использования в теле цикла, а
также проверить корректность подстановки выражения-определения элементов
массива в местах его использования.

Первая задача по поиску соответствия определений и обращений к элемен-
там приватного массива была решена через их отображение на обращения
к временным скалярным переменным и выполнение анализа достигающих
определений для введённых скалярных переменных. Вторая задача по проверке
возможности подстановки выражения из определения элементов приватного
массива в места их использования была решена с помощью анализа, который
проверяет, что все переменные из определения массива сохраняют своё зна-
чение на всём пути выполнения от места определения массива до места его
использования.

Реализованное преобразование было апробировано на программе LU из
пакета прикладных программ NAS Parallel Benchmarks и позволило избавиться
от всех приватных массивов в двух основных вычислительных процедурах
программы. Благодаря данному подходу для рассматриваемой программы на
классе D удалось сократить использование памяти после распараллеливания
с 70ГБ до 8.5ГБ, что делает возможным выполнение данной программы на
графическом процессоре Tesla V100 с 16ГБ памяти, а также существенно со-
кращает накладные расходные на коммуникации и их объем между процессами
при запуске на двух и более процессах.
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АВТОМАТИЗИРОВАННОЕ РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЕ

ФОРТРАН-ПРОГРАММ НА ОБЩУЮ ПАМЯТЬ

Крюков Виктор Алексеевич1, Колганов Александр Сергеевич2, Кочармин
Михаил Дмитриевич3

1 Кафедра системного программирования, e-mail: krukov@keldysh.ru
2 ИПМ им. В. М. Келдыша РАН, e-mail: alexander.k.s@mail.ru
3 Кафедра системного программирования, e-mail: mkocharmin@yandex.ru

Современный мир трудно представить без параллельных вычислений. Созда-
ние параллельного кода – задача, требующая больших трудозатрат и высокой
квалификации. Для упрощения параллельного программирования в ИПМ РАН
были разработаны средства для компиляции, выполнения и отладки парал-
лельного кода – DVM-система [1] и инструмент для автоматизированного
распараллеливания программ – SAPFOR [2].

Язык DVMH использует модель параллелизма по данным, что означает,
что данные распределяются по узлам вычислительной системы и каждй узел
выполняет те и только те вычисления, которые связаны с соответствующими
данными. Но иногда приходится иметь дело с системами, элементы которых
имеют общую оперативную память. В этом случае распределение данных
бессмысленно. Для этого в DVMH-модель были добавлены соответствующие
директивы, позволяющие определять параллельные циклы без распределения
данных. Целью данной работы было добавление поддержки автоматизирован-
ного распараллеливания программ для систем с общей памятью в системе
SAPFOR.

Помимо этого, режим распараллеливания на общую память может быть
полезен ещё в трёх случаях: для дополнительного распараллеливания суще-
ствующих MPI-программ, для предварительной оценки распараллеливания без
выбора схемы распределения данных, а также в случае отсутствия возможности
построить какую-либо схему распределения данных.

Реализованный режим распараллеливания на общую память был апроби-
рован на программах BT и SP из пакета прикладных программ NAS Parallel
Benchmarks [3] с общим объемом кода примерно 6000 строк. В данный пакет
входят версии программ с использованием технологии OpenMP, созданные
разработчиками этого пакета, c которыми произведено сравнение эффективно-
сти выполнения на многоядерном процессоре. Исследование проводилось на
процессоре Intel Core i7 980x c 6 ядрами и 12 потоками. На Рис.1 приведены
результаты запусков OpenMP версий и версий, полученных с помощью системы
SAPFOR. На рассмотренных программах автоматизированное распараллели-
вание с помощью системы SAPFOR не уступает ручному распараллеливанию
с помощью технологии OpenMP по времени выполнения полученной парал-
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лельной программы, при этом снижается трудоемкость создания параллельной
программы.

Рис. 1: Сравнение производительности SAPFOR (DVMH) и OpenMP программ
BT и SP, класс B
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ИССЛЕДОВАНИЕ СОВРЕМЕННЫХ ТЕХНОЛОГИЙ

GRID-ВЫЧИСЛЕНИЙ И РЕАЛИЗАЦИЯ МЕХАНИЗМА

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЗАДАНИЙ НА БАЗЕ КОНТЕЙНЕРНЫХ
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Многие вычислительные задачи можно разбить на небольшие части и эф-
фективно посчитать, за счет горизонтального масштабирования. Это требует
высоких вычислительных мощностей. Для объединения большого количе-
ства различных ресурсов в единую инфраструктуру используют Grid-системы,
например, BOINC [1]. Это программное обеспечение позволяет достаточно
легко наращивать вычислительную мощность для расчета задач, требующих
специализированный ресурс (например, графические видеоускорители) [2].
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Пользователя, предоставляющего свои вычислительные ресурсы, называют
волонтером.

При использовании BOINC для расчета задачи возникают следующие тех-
нические сложности:

1. Необходимость создания отдельной версии исполняемого кода задачи под
каждую из используемых волонтерами операционных систем;

2. Низкий уровень изоляции задачи автора от хостовой системы волонтера
только за счет создания отдельного пользователя и специальных директорий
на волонтерской машине.

В рамках проведенной работы в систему BOINC была добавлена возмож-
ность расчета задач с использованием контейнеров. Контейнеры представляют
из себя альтернативный механизм виртуализации, предполагающий поддержку
ядром ОС множества изолированных от хостовой системы и друг от друга
пользовательских пространств. Кроссплатформенность достигается за счет
технологии WSL [3]. Написанный модуль в автоматическом режиме создает
задачу в формате BOINC и отправляет ее в очередь на выполнение. При за-
пуске модуля необходимо указать название контейнерного образа, ресурсные
характеристики задачи (в том числе использование графических видеоускори-
телей), файлы с входными данными. В качестве основных результатов можно
выделить следующие:

1. Решен вопрос изоляции задачи автора от хостовой системы волонтера;

2. Нет необходимости адаптировать расчетную задачу под различные опреаци-
онные системы.
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МЕТОДЫ АНАЛИЗА БУФЕРОВ В ПАМЯТИ ПРИ
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Методы анализа буферов в памяти применяются при поиске ошибок и
уязвимостей в бинарном коде, что является актуальной задачей из-за роста
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сложности анализируемого ПО. В данной работе рассмотрены методы анализа
буферов при символьном исполнении кода и предложен новый метод анализа
буферов при символьном исполнении бинарного кода.

В статье [1] рассмотрен подход построения предикатов безопасности для
буферов, находящихся в куче, при символьном исполнении кода. Он состоит в
поиске вызовов функций malloc и free для определения размера и состоя-
ния буфера. При попытке чтения или записи буферов, расположенных в куче,
производится проверка корректности обращения к данным буферам на основе
собранной ранее информации. В статье [2] рассмотрен подход с построением
модели памяти, описывающей адреса в памяти через тройку: номер адресного
пространства, смещение относительно начала пространства и размер выделен-
ной памяти относительно текущего смещения. При этом смещение и размер
описываются символьными значениями, что позволяет анализировать запросы
к памяти по символьным адресам.

В рамках данной работы реализован метод анализа, который позволяет от-
слеживать состояние буферов (выделен, освобождён) и проверять правильность
обращений к буферам не только по конкретным, но и по символьным адресам,
так как реализует модель памяти, похожую на описанную в статье [2]. Но
основное его преимущество относительно методов, описанных в статьях – это
возможность объединения символьных состояний, так как основная проблема
символьного исполнения – экспоненциальный рост количества исследуемых
путей, и наличие возможности объединения исследуемых состояний сильно
ускоряет процесс анализа. К примеру, при объединении всех условных ветвле-
ний, происходящих в исследуемом цикле, это позволяет увеличивать множество
исследуемых состояний при проверке возможности завершения цикла только
на одно, а не на число возможных ветвлений в теле цикла. Дополнительно это
даёт возможность объединять похожие состояния и исследовать не каждый
отдельный путь, а необходимые аналитику группы путей. Метод реализован
в виде подключаемого модуля среды анализа бинарного и исходного кода
GlassFrog, разрабатываемой в ИСП РАН [3].
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В современном мире, когда огромное количество людей работает с боль-
шими данными и использует многопользовательские системы, вопрос без-
опасности и ограничения доступа к информации становится нетривиальной
задачей. Особенно трудно обеспечить безопасность при работе с данными в
виде графовой структуры, так как граф может иметь сложную конфигурацию.

Предлагаемым решением является использование ABAC (Attribute-Based
Access Control) [1] — атрибутный контроль доступа, на основе которого можно
реализовывать другие системы контроля доступа, такие как ролевая (RBAC),
мандатная (MAC) и избирательная (DAC) модели [2]. В системе также реа-
лизуется возможность разработки правил с помощью DSL (Domain-Specific
Language). Такой подход позволит разработать одну универсальную систему,
имеющую общий интерфейс настройки разграничения доступа в виде поис-
ковых выражений и дающую возможность работать с разными поисковыми
диалектами.

Хранение политик контроля доступа организовано в виде деревьев, анало-
гично стандарту атрибутной модели XACML [3], где каждое дерево состоит из
множества политик (среди них имеется корневая политика) и правил. Политика
содержит список требуемых правил и алгоритм их комбинирования. В системе
правила подразделяются на локальные и фильтрующие, где локальные правила
вычисляются достаточно просто и не требуют обращения в поисковую машину
за дополнительной информацией, а фильтрующие правила же необходимо про-
верять в поисковой машине. В результате вычисления дерева и комбинирования
политик получается либо фильтрующее выражение, либо вердикт об отказе
или предоставлении доступа к данным. В дальнейшем планируется добавление
шаблонов RBAC, MAC и DAC.

В рамках проекта Talisman уже начата работа над такой системой, посколь-
ку в платформе необходимо уметь разграничивать и контролировать доступ
пользователей к большой базе данных. Для поисковых сценариев в платфор-
ме существует внутренняя разработка — язык Talisman Query Language (TQL).
Запросы на этом языке используются в качестве правил.
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АРХИТЕКТУРНЫЕ ОСОБЕННОСТИ МИКРОЯДРА И
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Для операционных систем (ОС) общего назначения зачастую применяются
монолитные или гибридные ядра. Данная работа рассматривает возможность
применения микроядер для таких ОС с целью предоставления большей надеж-
ности и безопасности без уменьшения производительности. В данном случае
под термином «ОС общего назначения» в значительной мере понимается воз-
можность реализации POSIX (Portable Operating System Interface) интерфейсов,
как одних из наиболее распространенных.

Раннее уже была продемонстрирована реализация высокопроизводительных
микроядер на примере L4 [1] и более позднего seL4 [2], однако данные системы
либо не поддерживают POSIX, либо реализуют его посредством запуска ядра
Linux в режиме паравиртуализации (L4Linux [3]), уменьшая преимущества
использования микроядерной архитектуры из-за наличия одного большого
привилегированного компонента. Данная работа ставит целью проектирование
микроядра, сопоставимого по сложности с seL4, позволяющего эффективно
реализовать POSIX с лучшей изоляцией компонент.

Результаты. В рамках работы было реализовано собственное микроядро
для архитектуры x86_64, вдохновленное seL4 и минимальный набор пользо-
вательских библиотек. Однако в него были внесены изменения, упрощающие
использование API, увеличивающие производительностью в целом и произво-
дительность реализации POSIX, а также приближающие архитектуры ядра с
современному состоянию дел.

В последний пункт включается улучшение поддержки многоядерности пу-
тем отказа от big kernel lock (BKL) — мьютекса, сериализирующего работу ядра,
что негативно влияет на производительность на современных многопроцессор-
ных системах. При этом за счет использования неблокирующих алгоритмов и
RCU [4], накладные расходы на синхронизацию при работе ядра снижены так,
что на быстром пути исполнения IPC (Interprocess Communication) необходимо
захватить только 1–2 мьютекса, что сравнимо с BKL и в значительной степени
решает проблемы рассматриваемые в [5].
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Другим изменением, является поддержка механизма массовой подачи си-
стемных вызовов и сообщений IPC, вдохновленного io_uring [6]. Данный ме-
ханизм снижает накладные расходы на переключение контекста, свойственные
всем микроядерным системам и увеличенные за счет исправления аппаратных
уязвимостей, таких как Spectre [7].
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Комплексы бортового оборудования современных летательных аппаратов
должны иметь высокий уровень надежности и соответствовать требованиям
функциональной безопасности. Основой построения комплексов бортового
оборудования летательных аппаратов является концепция интегрированной
модульной авионики (ИМА) [1]. Данный подход предоставляет возможность пе-
ренести основные функции управления на уровень программного обеспечения,
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что позволяет представить аппаратную часть построения вычислительной си-
стемы в виде набора ограниченного числа стандартных элементарных модулей.
Конструкция каждого модуля разрабатывается на базе стандартов, обеспечива-
ющих соответствие принципу унификации и взаимозаменяемости. При подходе
ИМА необходимо обеспечить строгую изоляцию функциональных программ
различных систем. Данная задача решается путем применения в составе со-
временных бортовых комплексов операционных систем реального времени
(ОСРВ), позволяющих также представить уровень программного обеспечения
в виде отдельных функционально-программных модулей. Соответствие мо-
дульному принципу на всех этапах построения упрощает дальнейшую задачу
стандартизации и, как следствие, приводит к снижению затрат в разработке и
производстве.

Неотъемлемой частью процесса создания интегрированных вычислитель-
ных систем является построение коммуникационных сетей передачи данных
для обеспечения межмодульного взаимодействия в режиме реального време-
ни. Помимо информационного обмена коммуникационные сети позволяют
осуществлять непрерывный контроль состояния всех критически важных си-
стем, тем самым предоставляя возможность быстро реагировать на любые
неисправности или изменения в состоянии. Это способствует созданию совре-
менных, модульных и высоконадежных бортовых комплексов с возможностями
масштабирования и интеграции различных систем и приложений.

В рамках данной работы анализируются требования, предъявляемые стан-
дартом ARINC 653 к драйверам, обеспечивающим поддержку сетевых про-
токолов, рассматривается процесс проектирования и разработки механизмов
сетевого взаимодействия посредством использования мультиплексного канала
информационного обмена (МКИО), описываемого такими стандартами, как
ГОСТ Р 52070 и MIL-STD-1553b, для ARINC 653-совместимой операционной
системы реального времени.

Разработанные в результате работы механизмы представлены в виде компо-
зиции отдельных компонентов, каждый из которых соответствует конкретному
режиму работы физического контроллера МКИО на общей шине. Спроектиро-
ванная конфигурация компонентов, включающая в себя настройку аппаратной
части и расписание сети, позволяет пользователю статически настроить распи-
сание и выделить под него ресурсы с дополнительной возможностью выбора
в динамике окончательных участников обмена в момент работы расписания
разделов ОСРВ. С этой целью был разработан новый интерфейс для переда-
чи по запросу пользовательского сообщения, содержащего помимо полезной
нагрузки, дополнительную информацию о слотах расписания. Таким образом
обеспечивается гибкость при выборе участников коммуникации.
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НЕЙРОСЕТЕВОЙ ПОДХОД

К ЧИСЛЕННОМУ РЕШЕНИЮ МОДЕЛИ ЭКОНОМИЧЕСКОГО

РОСТА НА ОСНОВЕ ИГР СРЕДНЕГО ПОЛЯ
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В последние годы растет интерес к стохастическим моделям экономической
динамики, которые учитывают гетерогенность агентов [1]. В основе таких
моделей лежит задача стохастического оптимального управления для каждого
агента, которую можно формализовать системой вида (1).

V (t) = maxx,s,qϵD E0

∫∞
0 e−ρtu[x(t), s(t), q(t)]dt

dst = f [ ∗ ]dt+ σs
1/2[ ∗ ]dWs,t

dqi,t = g[ ∗i ]dt+ σqi
1/2[ ∗ ]dWqi,t, 1 ⩽ i ⩽ N,N → ∞

dzt = µ(t)dt+ σz
1/2dWz,t

s(0) = s0, q(0) = q0

(1)

Здесь V(t) — функция стоимости (ценности), D(s) — множество допустимых
управлений, e−ρt — дисконтирующий множитель, u[ ∗ ] — функция мгновенной
полезности, [ ∗ ] = [x(t), s(t), q(t)], x(t)— переменные управления (потребле-
ние, труд), s(t)— переменные состояния (запас активов), qi(t)— переменные
состояния, для которых изучается динамика распределения агентов (диффе-
ренциация агентов по доходам), i— индекс агента, z(t)— экзогенные шоки
(например, шоки производительности), Σ 1/2 — ковариационная матрица, Wt —
Винеровский процесс.

Модель дополняется балансовыми ограничениями в виде интегралов, учи-
тывающих динамику рапределения исследуемых переменных состояния. Рав-
новесие по Нэшу описывается решением системы, которая включает уравнение
Гамильтона—Якоби—Беллмана, необходимые условия оптимума, балансовые
ограничения и уравнение Фоккера—Планка—Колмогорова [2]. Последнее (2)
отражает эволюцию плотности P (q, t) распределения вероятностей величин q:

∂

∂t
P (q, t) =

∑
qi

∂

∂qi
[µ(q)P (q, t)] +

∑
qi

∑
qj

∂2

∂qi∂qj
[ψ(q)P (q, t)]. (2)

Численное решение такой системы можно получить конечно-разностными
методами в случае небольшой размерности [3]. Но к такой задаче может быть
пременен и нейросетевой подход, который объединяет технику проекции и
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метода Монте—Карло [4]. Преимуществом нейронных сетей является не только
возможность получить решение в многомерном случае с хорошей точностью,
но и учесть дополнительные связывающие ограничения, приводящие к появле-
нию точек недифференцируемости.
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АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕЖИМЫ РАСПРОСТРАНЕНИЯ

ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ ПРИ ГЕНЕРАЦИИ ВТОРОЙ

ГАРМОНИКИ В СРЕДЕ С КОМБИНИРОВАННОЙ

НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
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Гансюань2
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Доклад посвящен аналитическому и численному исследованию автомодель-
ных режимов распространения двуцветного лазерного излучения в квадратич-
ной среде в условиях самовоздействия волн. Как известно, распространение
лазерного излучения в среде с квадратичной и кубичной нелинейностью может
быть описано в рамках двух связанных уравнений Шредингера относитель-
но медленно меняющихся амплитуд волн основной и второй гармоник [1]. В
каскадном пределе, то есть при большой расстройке волновых векторов взаимо-
действующих волн, эффективность генерации второй гармоники в квадратично-
нелинейной среде незначительна, а распространение излучения в солитонном
режиме характеризуется концентрацией большей части энергии излучения в ос-
новной волне. С хорошей точностью такой режим распространения может быть
описан нелинейным уравнением Шредингера с кубичной нелиненостью. Ситуа-
ция существенно меняется при учете самовоздействия волн. В этом случае при
определенном соотношении параметров возможно достижение эффективной
генерации также и при большой расстройке волновых чисел [2].
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В настоящем докладе мы показываем, что самовоздействие волн вдали от
фазового синхронизма может приводить к реализации автомодельноого режима
без преимущественной концентрации энергии в одной из волн. Исследование
автомодельного режима проводилось на основе уравнений первого и второго
приближений каскадного предела [3]. Получены условия существования соли-
тонных решений рассматриваемой системы приближенных уравнений. Про-
ведена верификация в компьютерном эксперименте построенных солитонных
решений. Численное моделирование проводилось на основе консервативных
разностных схем для систем исходных и приближенных уравнений. Полу-
чены выводы о применимости уравнений каскадного предела для описания
автомодельного режима распространения двуцветного лазерного излучения.
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Задачи моделирования гемодинамики человека нуждаются в детализирован-
ных моделях кровотока в отдельных органах. В рамках данной работы были
построены принципиальные детализированные модели кровеносной сосуди-
стой сети в печени и в почках с учетом топологии и качественных особенностей
соответствующих систем сосудов, и чтобы при этом эффективно воспроиз-
водились параметры общего кровотока (давления, потока, скорости течения
крови).

Построение моделей осуществлялось в программном комплексе CVSS
[1, 2, 3], как расширение базового графа сосудов большого круга кровообраще-
ния, что позволяет, сохраняя принятые ранее принципиальные картины течения
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крови, детализировать кровоток в соответствующих областях большого кру-
га. Данная возможность исключительно важна для исследования упомянутых
органов при заболеваниях, ведущих к нарушению нормального кровотока.

Данный подход позволяет моделировать патологии кровотока и создавать
базы данных виртуальных пациентов с патологиями и без. Тем самым появля-
ется возможность использования методов машинного обучения для выявления
моделированных патологий кровеносной системы рассматриваемых органов.
Созданная база синтетических данных использовалась для диагностирова-
ния наличия заболеваний, выражающихся в нарушении кровотока в почках
или печени с помощью нейросетей. Диагностика нарушений проводилась по
параметрам течения в группе смежных сосудов соответствующих органов.
Приведены результаты расчетов прямого моделирования и оценки виртуальной
диагностики.
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Согласно данным ВОЗ, сердечно-сосудистые заболевания лидируют среди
всех заболеваний, приводящих к смерти или инвалидности [1]. Среди них
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значительную часть составляют тромбозы, приводящие к инсульту, инфаркту
миокарда и другим серьезным осложнениям. В связи с этим, математические
модели тромбообразования в сосуде и расчет соответствующих изменений
течения крови, является востребованным и привлекает внимание большого
количества исследователей.

В настоящей работе сформулирована задача о течении крови в сосуде с
переменным сечением, сужающимся в процессе образования тромбов, предло-
жена модель прилипания активных тромбоцитов к стенке сосуда. Разработаны
алгоритм моделирования сужения сосуда и построение адаптивной сетки, ме-
няющейся на каждом временном интервале. Создана программная реализация
адаптивной сетки применительно к поставленной рассматриваемой задаче
в двумерном приближении. Проведены вычислительные эксперименты для
различных типов начальных профилей сосуда, получены эволюции профиля
сосуда во времени, уменьшающегося за счет нарастания тромба.

Сравнительный анализ полученных результатов показал, что в процессе
нарастания тромбов с наветренной стороны стенок сосуда волнообразный и
пилообразный начальные профили выполаживаются со временем. Для всех
вариантов начальных профилей количество узлов расчетной области со време-
нем уменьшается практически в 2 раза за счет сужения сосуда, что приводит к
существенному ускорению расчета программы на каждом временном шаге.
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Автоколебания скорости реакции окисления моноксида углерода, мета-
на, пропана на металлических катализаторах обусловлены периодическим
окислением-восстановлением поверхности катализатора. В экспериментальном
исследовании реакционная смесь продувается при атмосферном давлении через
реактор, в котором располагается катализатор в виде металлической пластинки.
В ходе реакции наблюдается периодическое изменение цвета поверхности
пластинки, соответствующее переходам металла из восстановленного состоя-
ния (светлый) в окисленное состояние (темный) и обратно. Изменение цвета
происходит в виде бегущих по поверхности тёмных и светлых “волн” [1-2].
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Для описания наблюдаемых явлений была предложена распределённая мо-
дель типа адвекция-диффузия-реакция [3]. Система уравнений содержит урав-
нения переноса реагентов в потоке газа и кинетические уравнения реакции на
поверхности катализатора. Кинетические уравнения моделируют общие для
разных каталитических реакций стадии окисления-восстановления катализато-
ра. Уравнения распределенной модели решались численно методом конечных
разностей.

Численный анализ системы уравнений выявил область значений параметров
модели, в которой решение системы качественно воспроизводит наблюдаемые
волнообразные изменения цвета катализатора и колебания концентраций реа-
гентов на выходе реактора. Показано, что волновые явления изменения цвета
катализатора обусловлены неоднородным распределением по длине реактора
концентраций реагентов в потоке газа, которое образуется в ходе реакции.
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Распространенным методом моделирования газодинамических течений яв-
ляется численное решение системы макроскопических уравнений (системы
Навье–Стокса). Во многих случаях такой подход позволяет получить доста-
точно адекватные, то есть хорошо согласующиеся с данными экспериментов,
результаты. Коэффициент второй (объемной) вязкости при этом часто пола-
гается равным нулю. Однако во многих задачах влияние второй вязкости
достаточно существенно. Можно привести соображения, что влияние второй
вязкости следует принимать во внимание при исследовании высокоскоростных
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и разреженных потоков газа, а также при наличии значительных градиентов
параметров и переходных процессов [1].

В данной работе приводятся результаты моделирования на основе макроско-
пических уравнений обтекания наклонной пластины сверхзвуковым потоком
разреженного газа. Используются различные модели второй вязкости. Про-
водится сравнение результатов с данными метода прямого моделирования
Монте-Карло и экспериментов [2].

Рис. 1: Распределение давления около пластины, обтекаемой сверхзвуковым
(Ma = 20) потоком под углом 100 (слева), профили плотности перпендикулярно
потоку при x = 32λi (справа)

Показано, что учет второй вязкости при использовании различных значений
коэффициента второй вязкости может существенно влиять на полученные в
расчетах профили давления и плотности. При сравнении результатов модели-
рования с данными, полученными на основе метода прямого моделирования
Монте-Карло и данными экспериментов видно, что учет второй вязкости при
численном решении макроскопических позволяет получить более точные ра-
зультаты. Использование квазигазодинамической системы уравнений [3] в
совокупности с моделью второй вязкости на основе модели шероховатых сфер
позволяет получить достаточно хорошее соответствие данным экспериментов.

Автор благодарен Т. Г. Елизаровой и Д. С. Янышеву за обсуждение представ-
ленной тематики. Приведенные в работе данные экспериментов и результаты
моделирования методом Монте-Карло взяты из [2], результаты расчетов на ос-
нове системы Навье–Стокса получены Д. С. Янышевым, результаты на основе
квазигазодинамической системы получены автором.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭЛЕКТРОЛИТИЧЕСКОЙ

ДИССОЦИАЦИИ

Шобухов Андрей Вадимович
Кафедра вычислительных методов, e-mail: shobukhov@cs.msu.ru

Математическое моделирование электролитических течений проводилось
достаточно давно. Исследователей интересовали физические и химические
явления, возникающие в электрохимических источниках тока, при электролизе
металлов и при опреснении воды. Отдельным важным направлением стало
моделирование топливных элементов.

Быстрое развитие производственных процессов в областях миллимикронно-
го размера в последние пятнадцать лет привело к разработке математических
моделей течения электролита в тонком канале. Приложения в этой области
(медицинские насосы и миксеры для гемодиализа, сепараторы белков) решают
задачи точного управления потоками ионов. Математическое моделирование -
это важный инструмент разработки таких устройств [1-5].

Моделирование динамики электролита в приближении сплошной среды ос-
новывается на системе уравнений Пуассона-Нернста-Планка. Она может быть
дополнена системой уравнений Навье-Стокса для вязкой несжимаемой жид-
кости [6]. Для адекватного описания электрохимических процессов в модель
также необходимо включить слагаемые, описывающие диссоциацию молекул
и ассоциацию ионов в соответствии с законом действующих масс, как это
сделано, например, в [7].

При отсутствии интенсивного перемешивания диссоциация электролита,
внесённого в растворитель, происходит не мгновенно и не одновременно во
всём объёме, а с конечной скоростью и сопровождается диффузией электролита.
Так как характерное время диссоциации и ассоциации намного меньше, чем
характерное время диффузии, то концентрации молекул и ионов в растворе
быстро достигают состояния химического равновесия; но наличие диффузии
может привести к неустойчивости этого состояния.

В настоящей работе изучается математическая модель электролитической
диссоциации для симметричного бинарного электролита, имеющая вид кра-
евой задачи для вырожденной системы уравнений типа "реакция-диффузия".
Вырожденность проистекает из наличия в модели всего двух химических про-
цессов (диссоциации и ассоциации) при трёх неизвестных концентрациях. Она
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проявляется в зависимости единственного равновесного стационарного состоя-
ния от начальной концентрации реагентов. В работе доказано, что несмотря
на устойчивость при отсутствии диффузии, это состояние может становить-
ся неустойчивым в результате бифуркации Тьюринга. При этом наблюдается
формирование пространственных структур; проведённые расчёты показывают
устойчивость возникающего распределения концентраций. Тем самым пока-
зано, что при моделировании течений электролита необходимо учитывать как
их нестационарность, так и возможную пространственную неоднородность,
которая может оказать огромное влияние на скорость протекания химических
реакций.

Автор выражает благодарность Г. А. Цирлиной и И. Рубинштейну за много-
кратное обсуждение темы данного сообщения.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ХЕШИРУЮЩИХ ПОИСКОВЫХ СТРУКТУР

ДАННЫХ ДЛЯ ТАБЛИЦЫ КЛАССИФИКАЦИИ MAC_VLAN

СЕТЕВОГО ПРОЦЕССОРНОГО УСТРОЙСТВА

Александров Алексей Владимирович, Волканов Дмитрий Юрьевич
Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: alexandrov.alexeyv@yandex.ru,
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В данной работе рассматриваются процесс классификации сетевых пакетов,
как один из самых ресурсоемких этапов его обработки [1, 2]. В сетевом процес-
сорном устройстве таблица классификации (ТК) состоит из правил, которые
описывают алгоритм дальнейшей обработки пакета. ТК могут быть представле-
ны методами хеширования данных, быстрым способом доступа к информации,
работающим за O(1). Одной из проблем хеширования является высокий объем
зарезеервированной памяти для борьбы с коллизиями. Применение различных
методов хеширования данных призвано уменьшить накладные расходы на
память, сохраняя скорость работы и отказоустойчивость.

Постановка задачи. Метод представления таблицы классификации с помо-
щью хеширования данных H обладает тремя процедурами: поиском правила
по таблице S, вставкой нового правила I и удалением существующего D.

Метод задается параметром r — количеством правил в таблице классифи-
кации. Также метод обладает свойствами MH

S ,M
H
I ,M

H
D , H

H
S , H

H
I , H

H
D — мак-

симальные количества обращений к памяти и вычислений хеша процедур, и
CH ⩾ r — количество использованных ячеек данных.

Задача состоит в разработке методов представления, для которых при r
CH ⩽ ρ

удовлетворяется следующее неравенство:

(MH
S ,M

H
I ,M

H
D , H

H
S , H

H
I , H

H
D)⊴ (MS,MI,MD, HS, HI, HD), (1)

где ρ ∈ R[0,1] — максимальная требуемая плотность данных, ·⊴ · — операция
поэлементного сравнения векторов, а значения MS,MI,MD, HS, HI, HD зависят
от r.

Композиции методов хеширования. В ходе работы были рассмотрены
различные методы хеширования, которые по отдельности не позволяют повы-
сить плотность данных в ТК до требуемых значений. Поэтому было решено
разработать методы, представляющие их композиции.

В рамках работы были реализованы следующие методы: модификация Уни-
версального хеширования Кукушкиным хешированием, модификация Линейно-
го зондирования Универсальным хешированием и легковесная модификация
Отелло хеширования.

Экспериментальное исследование для таблиц MAC_VLAN показало, что
разработанные методы обладают достаточными свойствами эффективности по
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времени, расходам на память, и отказоустойчивости. Также, различные методы
могут быть эффективно применены к сетям с различными требованиями. Так,
например, композиция Универсального и Кукушечного хеширования подходит
для сильно загруженных узлов глобальной сети, обеспечивая высокую скорость
обработки ценой высокого потребления вычислительных ресурсов. В то же
время, композиция Универсального хеширования и Линейного зондирования
базово имеет низкие требования и подходит для локальных узлов. Кроме того,
индивидуальные параметры методов позволяют точечно конфигурировать их
под актуальные нужды сети.
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В 1936 году Алан Тьюринг предложил модель абстрактного вычислителя для
формализации понятия алгоритм. Позднее был предложен тезис Черча [1, 2],
из которого следовала эквивалентность классов вычислимых функций (функ-
ций, для которых существует единый алгоритм вычисления их значения) и
рекурсивных функций (множество функций, получаемых из 3-х примитивно
рекурсивных функций и операций суперпозиции, примитивной рекурсии и
минимизации) [2, 3].

В ходе данной работы был сделан вывод о том, что на данный момент не
существует языка, который бы удовлетворял следующим требованиям:

1. Был основан на примитивно рекурсивных функциях и операциях над ними
и только на них.

2. Поддерживался бы современными операционными системами.
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3. Имел открытый исходный код и свободную лицензию.

Целью данной работы ставится разработка именно такого языка программи-
рования и его интерпретатора.

Данная задача включает в себя построение грамматики такого языка, раз-
работку интерпретатора, который был бы пригоден для выполнения простых
учебных задач, создание графического пользовательского интерфейса и других
средств для работы с данным языком.

В ходе данной работы было проведено исследование различных вариантов
грамматик, определяющих описанный язык, и разработан прототип интерпре-
татора.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАГРУЗКИ ПО НЕОДНОРОДНЫМ

ПРОЦЕССОРАМ ПОСРЕДСТВОМ РАЗБИЕНИЯ ГРАФА

РАБОТ
Басалов Ярослав Александрович, Балашов Василий Викторович

Кафедра автоматизации систем вычислительных комплексов, e-mail: BasalovYA@my.msu.ru,
hbd@cs.msu.ru

При разработке алгоритмов построения многопроцессорных статических
расписаний актуальна задача распределения работ по процессорам. Рабочая
нагрузка на вычислительную систему (ВС) задается в виде ориентированно-
го ациклического графа, в котором вершина соответствует работе, ребро —
ограничению следования работ и передаче данных между ними. Задача сво-
дится к задаче разбиения графа работ на подграфы, количество которых равно
количеству процессоров в ВС.

Если процессоры в ВС являются неоднородными, то длительность работы
зависит от того, на каком процессоре она выполняется. Для минимизации
длительности расписания целесообразно строить такое распределение работ по
процессорам, что максимальная по всем процессорам суммарная длительность
работ на процессоре — минимальна.

Будем использовать “пропорциональную” модель производительности ВС,
при которой длительность выполнения работы на процессоре равна базовой
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сложности работы, поделенной на константу, характеризующую производи-
тельность процессора. Базовая сложность работы является весом вершины в
графе работ.

В докладе рассматривается задача разбиения графа работ на подграфы с
минимизацией указанного выше критерия. Дополнительным ограничением
является ограничение сверху на долю секущих ребер, т.е. тех ребер графа
работ, начальная и конечная вершины которых относятся к разным подграфам.
Это ограничение позволяет снизить нагрузку на межпроцессорную сеть пере-
дачи данных. В результате проведенного обзора, готовых алгоритмов решения
такой задачи не найдено, несмотря на то, что задача разбиения графа работ
для ВС с однородными процессорами известна давно и решается, например,
алгоритмами из библиотеки METIS [1].

Для решения задачи авторами предложен генетический алгоритм, основан-
ный на существующем алгоритме [2], решающем задачу без дополнительного
ограничения. В рамках экспериментального исследования этот алгоритм срав-
нивается по качеству получаемых решений с ранее разработанным жадным
алгоритмом.
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Сетевое процессорное устройство (СПУ) — это программируемый процес-
сор, архитектура которого оптимизирована для работы в сетевых устройствах и
обеспечения устойчивого режима обработки пакетов [1]. Основными задачами
СПУ являются выделение заголовков пакетов, классификация их согласно
таблицам классификации и модификация заголовков. Эти задачи по разному
решаются в существующих СПУ.

В данной работе рассматривается современные СПУ, такие как Mellanox
SwitchX-2, Huawei ENP, Mellanox NP-5, Nokia FP4 [2]. Рассмотрены следующие
ключевые особенности архитектур СПУ:

— программирумость СПУ;

— способы обработки заголовков пакетов;
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— структура конвейера обработки пакетов;

— характеристики процессоров, обрабатывающих пакеты;

— структура блока управления трафиком;

— тип памяти для хранения таблиц классификации;

— организация таблиц классификации — используемые структуры данных;

— организация расположения блоков памяти для тел пакетов и таблиц класси-
фикации;

— организация повторной обработки пакетов;

— организация механизмов качества обслуживания.

Выявленные ключевые особенности и ограничения необходимо учитывать
при разработке отечественного СПУ.
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ДВУХКРИТЕРИАЛЬНАЯ ЗАДАЧА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

ПРОГРАММЫ ОБРАБОТКИ СЕТЕВЫХ ПАКЕТОВ НА

СТАДИИ КОНВЕЙЕРА СЕТЕВОГО ПРОЦЕССОРНОГО

УСТРОЙСТВА
Волканов Дмитрий Юрьевич, Никифоров Никита Игоревич
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Сетевое процессорное устройство (СПУ) — это программируемый процес-
сор, архитектура которого оптимизирована для работы в сетевых устройствах
и обеспечения устойчивого режима обработки пакетов [1]. Основные задачи
СПУ — это выделение заголовков пакетов, классификация их согласно таб-
лицам классификации и модификация заголовков. Для решения этих задач
обычно используется конвейерная архитектура сетевого процессора [2].

В данной работе рассматривается следующая задача. Дан конвейер, который
состоит из входной очереди, N вычислительных устройств, FIFO очереди
заголовков сетевых пакетов между каждыми двумя последовательными вы-
числительными устройствами и выходной очереди. Также дана программа
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на языке ассемблера RISC-V, представляющая собой упорядоченный список
инструкций ассемблера.

Вычислительное устройство состоит из вычислительного ядра архитектуры
RISC-V и памяти, где хранится программа. Также каждое вычислительное
устройство имеет доступ к общей памяти, где хранятся таблицы классификации.
Вычислительное устройство должно исполнять заданную часть программы не
менее чем Tmin тактов, и не более чем Tmax тактов.

Ограничения рассматриваемые в задаче: размер каждой очередей FIFO
заголовков пакетов между вычислительными блоками не должен превыщать
FSmax, программа обработки заголовков сетевых пакетов не имеет циклов,
память используемая на вычислительных блоках не должна превышать Mmax,
а также общее время выполнения программы не должно превышать N ∗ Tmax

и не должно быть меньше чем N ∗ Tmin.
Необходимо разработать метод разбиения программы на языке ассемблера

RISC-V на подпрограммы, каждая из которых выполняется своим вычислитель-
ным блоком c соблюдением всех ограничений, минимизацией объёма памяти
занимаемого на вычислительных блоках и времени выполнения программы на
вычислительных блоках конвейера сетевого процессора.

Текущая реализация подразумевает либо полное дублирование программы
обработки заголовков сетевых пакетов на вычислительне устройства, либо
разбиение на равные подпрограммы с некоторым перекрытием.

Оптимизация должна проводиться одновременно по двум критериям, поэто-
му рассматривается Парето-фронт для поиска оптимального решения. Схожие
задачи рассматривались в литературе, например в работах [3, 4, 5]. Но в них
не решалась задача распределения программы на конвейер вычислительных
блоков, где каждый вычислительный блок представляет собой независимое
вычислительное устройство, на котором может выполняется не одна инструк-
ция ассемблера (или часть инструкции), а подпрограмма обработки заголовков
сетевых пакетов.
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МЕТОДЫ ОРГАНИЗАЦИИ ПОВТОРНОЙ ОБРАБОТКИ

ПАКЕТОВ В КОНВЕЙЕРЕ СЕТЕВОГО ПРОЦЕССОРНОГО

УСТРОЙСТВ
Волканов Дмитрий Юрьевич, Стамплевский Дмитрий Максимович
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Сетевое процессорное устройство (СПУ) — это программируемый процес-
сор, архитектура которого оптимизирована для работы в сетевых устройствах и
обеспечения устойчивого режима обработки пакетов [1]. Его основные задачи —
выделение заголовков пакетов, осуществление классификации и обработка заго-
ловков. Классификация происходит на конвейерах, состоящих из специальных
вычислительных ячеек.

Существуют заголовки, обработка которых занимает длительное время. В
это время конвейер не может обрабатывать новые пакеты, в результате чего
они теряют актуальность. Одно из решений данной проблемы — технология
возвратной очереди. Она подразумевает возврат пакета в начало одного из
конвейеров для дальнейшей обработки.

В работе предложен подход к огранизации возвратной очереди, а также
проведен обзор существующих алгоритмов выбора конвейера, на который
отправится повторно обрабатываемый пакет.

Механизм возвратной очереди был реализован в имитационной модели СПУ
RuNPU. В имитационную модель добавлены реализации выбранных на основа-
нии обзора алгоритмов с возможностью переключеня используемого алгоритма.
Были проведены эксперименты с изменением доли повторно обрабатываемых
пакетов, а также с неравномерным распределением пакетов между конвейерами.
Был выбран лучший среди алгоритмов выбора конвейера — Central Manager [2].
Он подразумевает отслеживание уровня загрузки всех конвейеров и поиск
среди них наименее загруженного.
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МЕТОД ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ЗАГРУЗКОЙ

ОЧЕРЕДЕЙ МАРШРУТИЗАТОРА
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В сетях нового поколения, таких как Network Powered by Computing, пробле-
ма минимизации задержки передачи данных является одной из ключевых из-за
повышений требований приложений [1]. Одним из подходов к минимизации
задержки является обеспечение сбалансированной загрузки очередей на портах
сетевых маршрутизаторов. Этого можно достичь при помощи балансировки
пакетов одного и того же потока по разным выходным портам маршрутиза-
тора. Задача такой балансировки пакетов по очередям также востребована в
магистральных сетях, сетях SD—WAN.

В докладе представлена математическая модель функционирования маршру-
тизатора. Для каждого поступающего в маршрутизатор пакета задано множе-
ство допустимых выходных портов для его передачи. Функция управления отоб-
ражает количество поступивших пакетов на матрицу распределения пакетов по
выходным портам. Длина очереди в каждый момент времени определяется при
помощи нелинейных разностных уравнений.

В рамках представленной модели поставлена задача оптимального управле-
ния загрузкой очередей. Требуется найти функцию управления, минимизирую-
щую вариацию длин очередей на разных выходных портах на рассматриваемом
временном интервале. То есть, поступающие в маршрутизатор пакеты должны
распределяться по выходным портам маршрутизатора, равномерно заполняя
очереди выходных портов. Чтобы предотвратить частое переупорядочивание
пакетов на стороне получателя, в задаче рассматривается балансировка флоуле-
тов [2, 3, 4, 5, 6, 7].

Разработан метод решения поставленной задачи при помощи обучения с
подкреплением. Метод учитывает заполненность очередей, рассчитываемую в
каждый момент времени при помощи представленной модели работы марш-
рутизатора. Проведено сравнение разработанного метода с эвристическими
методами балансировки флоулетов в маршрутизаторе по критериям задержки
передачи данных через маршрутизатор и вариации загрузки очередей.
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Одним из важнейших показателей эффективности сетей передачи данных
(СПД) является качество сервиса (далее QoS — Qulity of Survice). Этот показа-
тель принято рассматривать как набор из следующих компонентов: пропускная
способность (bandwidth), задержку, джиттер и коэффициент потери пакетов [1].
Здесь мы рассмотрим проблему прогнозирования QoS для неоднородных кана-
лов в СПД. Неоднородный канал - это канал передачи данных, состоящий из
линий разной физической природы: кабельных, оптических и радиоканалов [2].
Сегодня передача данных являются одной из важнейших технологий, поэтому
прогнозирование параметров QoS неоднородных каналов является актуальной
задачей.
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Для решения проблемы прогнозирования QoS существующие подходы де-
лятся на методы линейного прогнозирования и методы нелинейного прогнози-
рования [3]. Методы линейного прогнозирования, такие как авторегрессионная
модель, основаны на математической статистике и рассматривают QoS как
один или несколько временных рядов, для которых строится модель с целью
прогнозирования. Нелинейные методы включают в себя модели прогнозирова-
ния, такие как вейвлет-анализ и нейронные сети [4]. Однако алгоритмы обеих
направлений имеют свои преимущества и недостатки [5].

Рис. 1: Прогнозные результаты по
VAR

Рис. 2: Прогнозные результаты по
AR

В докладе рассматривается проблема выбора методов для прогнозирования
качества неоднородного канала связи. Эта проблема решается сравнением ме-
тода авторегрессии и векторной авторегрессии. Показано, что метод векторной
авторегрессии позволяет получить более точную оценку значений показателей
QoS канала при покомпонентном прогнозировании характеристик каналов. При
этом точность подразумевается как суммарная погрешность прогноза, так и в
смысле медианы погрешностей пошагового прогнозирования. Оптимальным
порядком авторегрессии и векторной авторегрессии равен единице. Результаты,
показывающие преимущества векторной авторегрессии приведены в докладе
на графиках.

В будущем будет рассмотрен вопрос об улучшении точности результатов
прогнозирования QoS с помощью линейных прогностических моделей.

Работа выполнена при поддержке программы развития МГУ, проект №23-
Ш03-03.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК СЕТЕВОГО

СОЕДИНЕНИЯ НА ОТКАЗОУСТОЙЧИВОСТЬ

БЛОКЧЕЙН-СЕТИ В ПРИМЕНЕНИИ К УПРАВЛЕНИЮ ПКС
Гончаров Илья Викторович, Писковский Виктор Олегович
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В докладе рассматривается задача исследования работы блокчейн-сети, в
зависимости от характеристик её сетевого соединения. Задача рассматривается
в рамках применения технологии блокчейн для хранения данных ПКС при-
ложений контроллера RUNOS [1]. Блокчейн-сеть представляет собой набор
связанных в одноранговую сеть узлов, на каждом из которых хранится копия
блокчейн базы данных.

В качестве рассматриваемых характеристик сетевого соединения были вы-
браны: задержка сети, пропускная способность сети, вариация задержки, потеря
пакетов в сети. Необходимо выявить влияние указанных параметров на время
чтения и записи блока в блокчейн.

В рамках задачи используется приложение контроллера RUNOS — L2
Learning Switch [2]. Данные этого приложения хранятся в блокчейне на базе
Cosmos SDK [3] — библиотеки для разработки блокчейнов. Сетевое взаимо-
действие, обмен транзакциями и безопасность осуществляются с помощью
платформы на основе алгоритма консенсуса Tendermint Core [4].

Проведены две серии экспериментов на описанном стенде. В первой серии
фиксировались три из четырех указанных характеристик сетевого соединения
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и изучалась однопараметрическая зависимость времени чтения и записи блока
в блокчейн от оставшегося переменного параметра. По результатам первой
серии экспериментов выявлен параметр сетевого соединения P , оказывающий
наибольшее влияние на время чтения и записи в блокчейн. Во второй серии в
качестве двух переменных характеристик выбирался параметр P и еще один
из трех параметров, оставшиеся два — фиксировались. В этой серии изучалась
двупараметрическая зависимость времени чтения и записи блока в блокчейн
от указанных переменных параметров.

Обе серии экспериментов проводились для каждой из описанных харак-
теристик сетевого соединения в качестве переменного параметра. В докладе
представлены графики, иллюстрирующие полученные результаты, и проведен
их анализ.
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ОПТИМИЗАЦИИ ФОРМИРОВАНИЯ ЛУЧА В СТАНДАРТАХ

LTE И 5G NR С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ УЛУЧШЕННОЙ

ПЕРЕДАЧИ ОТЧЁТА CSI
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Одним из основных аспектов обеспечения качественной связи в сетях пятого
поколения 5G NR стало использование технологии Multiple Input Multiple
Output и больших антенных решёток. Общая модель принимаемых сигналов
на c-й поднесущей можно выразить как:

yc = hcvcxc + nc, где:
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H = [h1 . . . hc ]— матрица канала нисходящей линии связи, vc — вектор пре-
кодирования, xc — вектор данных, nc — шум, воздействующий на приемную
антенну [1].

Преимуществами технологии является: высокая пропускная способность,
увеличение зоны покрытия и проникающей способности, большое количество
пользователей и меньшая задержка. В системах MIMO информация о состо-
янии канала (Channel State Information) на базовой станции необходима для
обеспечения качественной работы прекодирования, настройки антенной решёт-
ки, формировании луча. Однако, по мере роста числа антенн, установленных
на базовой станции, обеспечение обратной связи становится сложной задачей
из-за увеличения матрицы CSI.

Необходимо эффективно сжимать информация о состоянии канала на поль-
зовательском оборудовании перед передачей и реконструировать его на базовой
станции. В матрице CSI большое количествов элементов близких к нулю. Это
связано с разреженностью в MIMO-каналах, что может быть использовано для
сжатия. В [2, 3] матрица преобразуется с помощью дискретного преобразования
Фурье, в этой области сохраняется свойство разреженности. Учитывая, что
временные задержки между сигналами лежат в ограниченном интервале только
некоторые строки содержат значения, не близкие к нулю, остальные можно не
учитывать.

Для решения задачи потребовалась реализация модели канала на основе
библиотеки MATLAB Quadriga [4]. Были предложены другие алгоритмы из
области сжатия изображений и снижения размерности матриц основанные на:
дискретном вейвлет-преобразовании, дискретном преобразовании Фурье син-
гулярном разложении, методе главных компонент, неотрицательном матричном
разложении, автокодировщиках на основе нейронных сетей.
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ПРОГНОЗ ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАЧ VOD И KV БД НА
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Развитие технологии распределенных облачных вычислений, реализация
отказоустойчивых сетевых сервисов в виде распределенных сетевых услуг
приводит к необходимости перехода от атомарных систем, локализованных на
выделенных для этого аппаратных единицах, к так называемым «логическим/се-
тевым» распределенным системам, которые «живы» пока есть обеспечивающая
их существование сеть с достаточной степенью избыточности. Такие систе-
мы используют преимущества технологии виртуализации и распределены по
различным серверным мощностям.

Обеспечение функционирования распределенных вычислительных систем
в соответствии с предъявляемыми к ним техническими требованиями опре-
деляется эффективностью размещения сетевого сервиса на оборудовании в
сети.

В работе исследуются методы прогнозирования временных характеристик
прикладных сетевых сервисов [1] в зависимости от данных об эксплуатации
сетевого сервиса на используемых сетевых ресурсах, текущего и прогнозиру-
емого состояния аппаратного и программного обеспечения. Рассматривается
влияние способов понижения размерности на результат предсказания характе-
ристик уровня предоставляемого сервиса. Для прогнозирования применяется
машинное обучение моделей случайного леса [2]. Для понижения размерности
пространства признаков используются анализ главных компонент (PCA) [3] и
усечённое сингулярное разложение (SVD) [4].

В докладе будут представлены результаты сравнительного анализа эффек-
тивности методов понижения размерности пространства признаков в контексте
задачи прогнозирования параметров сетевых приложений с использованием
машинного обучения.
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Одна из ключевых задач сферы управления трафика (TE — traffic
engineering) — балансировка транспортных потоков, решение которой позволя-
ет достичь таких целей, как: предотвращение перегрузки, уменьшение доли
потерянных пакетов, увеличение доступной пропускной способности.

В настоящей работе необходимо распределить транспортные потоки меж-
ду заданным множеством маршрутов таким образом, чтобы минимизировать
максимальную загрузку каналов внутри сети. Данная задача имеет сложность
NP-Hard [1] и ранее использовались эвристические алгоритмы для ее реше-
ния. Однако согласно недавним исследованиям [2], большую эффективность
демонстрируют мультиагентные подходы с подкреплением (MARL), которые
рассмотрены в данной работе.

Рассматривается децентрализованный подход, при котором агенты методов
MARL находятся на каждом коммутаторе и собирают информацию о доступной
пропускной способности прилегающих к коммутатору каналов. На основании
собранной информации агенты способны принимать решения о том, в какой из
каналов направлять входящие транспортные потоки. Это решение может при-
ниматься агентами независимо или посредством коммуникации. Независимое
принятие решений приводит к тому, что агенты не владеют информацией об
отдаленных участках сети, в результате чего могут принимать неправильное
решение, приводящее к перегрузке или низкому использованию части каналов.
А для коммуникации агентам необходима часть пропускной способности и
время.

Ключевое предложение данной работы заключается в ограничении числа
итераций коммуникации между агентами для минимизации используемых ре-
сурсов сети. Вместо лишних итераций коммуникации агенты будут полагаться
на уже накопленный опыт.

Для агентов MARL разработан двухконтурный метод, определяющий це-
лесообразность коммуникации в каждом состоянии. Его идея заключается в
сохранении конечной истории состояний агентов и сравнения каждого нового
состояния с предыдущими. Если наблюдаемое состояние похоже на преды-
дущие, то работает первый контур — агент принимает решение, которое он
принимал ранее в похожем состоянии, иначе работает второй контур — необхо-
дима коммуникация. Сходство между состояниями определяется применением
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евклидовой метрики к векторам, описывающим состояния агентов. Данный
алгоритм реализован для мультиагентного метода MAROH [3].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Agarwal S., Kodialam M., Lakshman T. V. Traffic engineering in software
defined networks //2013 Proceedings IEEE INFOCOM. – IEEE, 2013. – С.
2211-2219.

[2] Xiao Y. et al. Leveraging deep reinforcement learning for traffic engineering: A
survey //IEEE Communications Surveys & Tutorials. – 2021. – Т. 23. – No. 4. –
С. 2064-2097

[3] Stepanov E. P. et al. On Fair Traffic allocation and Efficient Utilization of
Network Resources based on MARL.
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В настоящее время методы машинного обучения применяются для решения
различных прикладных задач: начиная от классификации изображений и до
предсказания поведения цены акций на фондовом рынке. В данной работе
решается одна из них — задача регрессии для сетевых сервисов VoD и KV БД.

Было проведено исследование возможности применения свёрточных нейрон-
ных сетей(CNN) [1], для предсказания временных характеристик прикладных
сервисов [2] в зависимости от данных об эксплуатации данного сервиса.

Нейронная сеть представляет из себя направленный граф, вершинами ко-
торого являются нейроны, а дуги показывают связи между этими вершинами.
Нейроны образуют слои. Каждый нейрон имеет некоторое число «входов» и
«выходов». На «вход» приходит сигнал от предыдущего слоя, на «выходы»
подаётся значение функции активации от «входов». Этот принцип лежит в
основе всех нейронных сетей.

В качестве модели для сравнения результатов использовалась нейронная
сеть, построенная на основе многослойного персептрона(MLP) [3].

Для реализации свёрточной нейронной сети была выбрана «Платформа-
ГНС» [4]. Это унифицированная платформа для разработки решений с ис-
пользованием высокопроизводительных вычислений и суперкомпьютерных
технологий на основе глубоких конволюционных нейронных сетей (ГНС).
Разработчики позиционируют ее как систему для проектирования нейронных
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сетей, применимых в распознавании изображений, но в данной работе она
будет использоваться для реализации решения задачи регрессии.

В докладе будут приведены результаты сравнительного анализа предсказа-
тельных способностей свёрточной нейронной сети.
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В докладе рассматривается задача оптимизации времени подготовки АРМ
(автоматизированных рабочих мест)[1] при использовании разделяемого сете-
вого репозитория образов ВМ (виртуальных машин). Виртуальные машины
запускаются в режиме расширенного фильтра записи, где образ доступен толь-
ко для чтения, а все изменения сохраняются на специальном слое файловой
системы. Это позволяет уменьшить расходы на обновление на подготовки.

В рамках исследования проводится тестирование различных протоколов до-
ступа к данным виртуального диска, таких как NBD (Network Block Device)[2],
SMB (Server Message Block)[3] и NFS (Network File System)[4], а также различ-
ных файловых систем, включая ZFS (Zettabyte File System)[5] и Lustre. Каждый
из этих протоколов и файловых систем имеет свои особенности и преимуще-
ства, и их эффективность может существенно различаться в зависимости от
конкретных условий использования.
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В ходе тестирования проведены эксперименты с различными параметрами
скорости и задержки в сети, чтобы оценить эффективность каждого протокола в
различных условиях. Критерием оценки являются временные показатели старта
виртуальных машин, включая загрузки графического и сетевого интерфейсов.
Путем анализа полученных данных можно определить оптимальный протокол
доступа к данным и файловую систему для конкретных задач и требований,
а также выявить факторы, оказывающие наибольшее влияние на скорость
загрузки ВМ.

В докладе представлен анализ работы протоколов, время загрузки ВМ в
зависимости от состояния сети и выбранного протокола, что позволяет сделать
обоснованный выбор в пользу оптимального решения.
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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МОДЕЛЕЙ КОММУНИКАЦИИ

ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ БАЛАНСИРОВКИ ТРАФИКА
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Решение задачи балансировки трафика является одной из важных проблем
при повышении эффективности работы сети. Сложность этой задачи заклю-
чается в том, что при ее решении необходимо не только как можно более
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равномерно загрузить ресурсы сети, а также минимизировать время на приня-
тие решения и объем передаваемых служебных сообщений. Методы машинного
обучения обладают способностью учитывать такие факторы. Поэтому за по-
следние 5 лет вышло множество работ, применяющих методы машинного
обучения к задаче балансировки трафика [1, 2, 3]. Существует несколько под-
ходов к применению методов машинного обучения к задаче балансировки
трафика, отличающихся моделью коммуникации между агентами. Сравнение
этих подходов для конкретной задачи, например, как сделано в работе [4],
позволяет выбрать наилучший способ ее решения.

В работе представлено три модели организации сети, состоящей из агентов,
реализующих машинное обучение с подкреплением. Задача агентов – наиболее
эффективная балансировка трафика в сети как с точки зрения загрузки сети,
так и с точки зрения накладных расходов на взаимодействие между агентами.

Существует три подхода к организации такой сети:

1. Централизованный: в сети присутствует один агент, получающий на входе
состояние всех элементов сети. Решение о том, как балансировать трафик,
принимается этим агентом и рассылается по всей сети.

2. Распределенный: сеть состоит из набора агентов, каждый из которых прини-
мает собственное решение о том, как балансировать трафик, исходя только
из локальной информации, доступной агенту.

3. Распределенный с коммуникацией: этот способ аналогичен распределенному,
с тем отличием, что агентам разрешается обмениваться своим состоянием
между собой.

В качестве распределенного подхода с коммуникацией в работе исследует-
ся метод, комбинирующий машинное обучение и графовые нейронные сети,
основанный на работе [5]. Полностью распределенный подход получен из
предыдущего подхода путем отключения коммуникации между агентами и
изменением структуры нейронной сети агента. В качестве централизованного
подхода использован существующий алгоритм RILnet [6].

В экспериментальном исследовании будет рассмотрено сравнение выбран-
ных подходов с точки зрения их накладных расходов и эффективности работы.
Будет проверена гипотеза о том, что рассмотренная модель сети, основанная
на распределенном подходе с коммуникацией, достигает более высокой эффек-
тивности балансировки по сравнению с полностью распределенной моделью.
При этом накладные расходы, возникающие при ее использовании, меньше
накладных расходов, возникающих в централизованной модели.
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МЕТОДЫ РАЗМЕТКИ ТРАССЫ СЕТЕВОГО ТРАФИКА ДЛЯ

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ КАЧЕСТВА

ГЕТЕРОГЕННЫХ КАНАЛОВ В СЕТЯХ ПЕРЕДАЧИ ДАННЫХ
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Качество обслуживания (КО, англ. Quality of Service, QoS) — технология
предоставления различным классам трафика различных приоритетов в обслу-
живании.

В рамках доклада рассматривается спектр подзадач, сопряжённых с из-
влечением показателей КО для формирования обучающих наборов, которые
могут быть использованы для решения задач анализа и прогнозирования КО
гетерогенных каналов в СПД.

Постановка задачи прогнозирования качества гетерогенных каналов в сетях
передачи данных и параметры КО рассматриваются в работе [3]. Задача расчёта
и прогноза всех четырех параметров КО в литературе практически не рассмат-
ривается (в качестве исключений можно упомянуть статьи [1] и [2]), поэтому в
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работе предложены методы извлечения (разметки) четырех параметров КО по
данным, собранным в трассе сетевого трафика.

Для образования обучающих выборок для алгоритмов машинного обуче-
ния необходимо собрать множество трасс сетевого трафика на различных
промежутках времени, используя различные гетерогенные каналы. Исходя из
вариативности и неопределённости во времени сетевого трафика, проходящего
через гетерогенный канал, необходимо максимально точно определить набор
характеристик пакета, уникально идентифицирующих поток данных внутри
канала. Впоследствии для каждого потока данных необходимо извлечь пара-
метры качества обслуживания, преимущественно в пассивном и неинвазивном
режиме.

В данной работе рассматривается набор методов разметки трассы сетевого
трафика, которые позволяют извлечь упомянутые характеристики и преобра-
зовать их в кортежи значений, при помощи которых формируются значения
показателей КО для любого отдельно взятого промежутка времени, охватываю-
щего поток данных.

В дальнейшем планируется формализовать задачу прогнозирования значе-
ний показателей КО, исследовать методы её решения на основе вероятностно-
статистических подходов и методов машинного обучения, разработать мето-
дику выделения обучающей и тренировочной выборки из собранных данных,
а также полностью реализовать средство сбора, хранения и анализа сетевого
трафика.

Работа выполнена при поддержке Программы развития МГУ, проект №23-
Ш03-03
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Задача балансировки трафика заключается в выборе маршрутов для транс-
портных потоков, на которых достигается равномерная загрузка очередей
коммутаторов в сети. Для этого в работе применяются многоагентные методы
обучения с подкреплением.

Математическая постановка задачи. Топология сети задана двунаправлен-
ным графом G = ⟨V,E⟩, где V — множество коммутаторов в сети; E — множе-
ство каналов. В сети передается множество различных потоков F = {fn}Nn=1.
Для каждого потока fn определена пара коммутаторов (vsrcn , vdstn ) ∈ V 2. Про-
цесс поступления потоков fn описывается пуассоновскими потоками событий с
параметрами интенсивности λn и интервалами времени [T

(1)
n , T

(2)
n ] поступления

пакетов.
Будем рассматривать состояния сети в дискретные моменты времени

t = 0..K, отвечающие событиям поступления потоков на коммутаторы.
Для каждого коммутатора v ∈ V определено множество выходных портов
Ev = {e ∈ E : e = (v, ·)}. В любой момент времени t определена загрузка оче-
редей L(v)

t = (L
(e)
t )e∈Ev

. Для каждого потока fn, поступающего на коммутатор
v ∈ V , определено множество допустимых выходных портов Eout

v,n ⊆ Ev.
Требуется найти множество выходных портов

{e(v)t }t=0..K,v∈V = arg min
{e(v)t }

K∑
t∗=0

γt
∗

√
1

|E|
∑
e∗∈E

(
L
(e∗)
t∗ − Lt∗

)2
,

при ограничении e(v)t ∈ Eout
v,nt

, где γ ∈ (0, 1) – коэффициент дисконтирования;

Lt∗ =
1
|E|
∑
e∗∈E

L
(e∗)
t∗ — средняя загрузка очередей в сети в момент времени t∗.

Обзор многоагентных методов обучения с подкреплением для балан-
сировки трафика. В ходе обзора были рассмотрены многоагентные методы
обучения с подкреплением [1-6]. Для решения поставленной задачи был вы-
бран многоагентный DQN [6], который имеет децентрализованный процесс
обучения и является гибким к выбору архитектуры нейронной сети.

Экспериментальное исследование. В докладе будет представлено сравне-
ние эффективности предложенного подхода с классическим подходом балан-
сировки трафика ECMP, а также представлены графики loss-функции L(t) и
целевой функции R(t) в процессе обучения.
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СОСТОЯНИЕ И ПЕРСПЕКТИВЫ СИСТЕМЫ
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В условиях цифровизации общества задача обеспечения надежности и без-
опасности сетей передачи данных становится все более актуальной. В этом
контексте разработка методов моделирования вычислительных сетей является
важным направлением. Вычислительная сеть (далее NPC — Network Powered by
Computing) [1] это вычислительная инфраструктура нового поколения, которая
в отличие от GRID [2] систем реализует принцип вычисления по требова-
нию. Основным методом исследований в области ее построения, алгоритмов
управления ресурсами и т. п. является имитационное моделирование. Однако
основную трудность в его применении представляет проблема формирования
рабочей нагрузки, создаваемой работой приложений и их потоками данных.
Самым точным средством воспроизведения такой нагрузки была бы эмуляция
работы реального программного обеспечения (приложений) в рамках имитаци-
онной модели. Такой подход был предложен и разработан в рамках системы
Network Prototype Simulation (далее NPS) [3] на кафедре АСВК в 2015 го-
ду. Система NPS ориентирована на моделирование сетей передачи данных
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большого масштаба (сотни тысяч устройств) и проведение имитационных экс-
периментов в распределенной вычислительной среде — кластере серверов, в
облачной инфраструктуре. Актуальность представленной работы определяет
вышесказанное.

Применение NPS для исследования проблемы, связанных с построением
NPC, требует разработки методов кластеризации и отображения моделируемой
NPC на распределенную среду из кластера серверов. Эффективность этого
отображения существенно влияет на точность результатов моделирования и
сложность алгоритмов управления модельным временем.

В работе представлена математическая постановка задачи отображения
сетевой инфраструктуры на распределенную среду NPS, проведен обзор и срав-
нительный анализ методов кластеризации и отображения графов. Предложен
комбинированный подход к кластеризации топологии сети передачи данных и
ее отображению на среду NPS, который позволяет повысить точность модели-
рования и расширить возможности применения NPS в исследованиях сетевых
технологий. Идея предлагаемого в работе решения состоит в том, чтобы кла-
стеризовать граф, представляющий топологию сети передачи данных, в узлах
которой находятся вычислители с соответствующими приложениями, так, что-
бы эффективно с точки зрения определенных критериев отобразить этот граф
на граф, представляющий топологию распределенной среды моделирования.
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Использование доменов в протоколах маршрутизации позволяет упростить
масштабирование сети: между ними ограничивается перессылка служебных со-
общений, происходит обобщение маршрутов. В программно-конфигурируемых
сетях доменом считается уровень передачи данных отдельного контроллера.

Существующие протоколы междоменной маршрутизации в программно-
конфигурируемых сетях[1][2] не всегда учитывают требования к качеству
сервиса или обеспечивают их нестрого и прокладывают маршруты индивиду-
ально для каждого потока. Учет ограничений сразу для нескольких потоков
данных позволит обеспечивать строгие требования к качеству сервиса для
большего числа маршрутов.

Работа направлена на разработку протокола междоменной одноадресной
маршрутизации в программно-конфигурируемой сети с обеспечением мини-
мальной пропускной способности для потоков с известным временем начала
и конца передачи. В каждый момент времени маршруты должны быть проло-
жены для такого множества потоков, для которого сумма стоимостей потоков
максимальна и обеспечиваются требования к пропускной способности. Задача
маршрутизации должна решаться распределенно: контроллерам запрещено пол-
ностью раскрывать топологию своего уровня передачи данных (коммутаторы и
каналы между ними, пропускная способность каналов).

В ходе работы была формально поставлена задача бинарного линейного
программирования, произведен обзор алгоритмов распределенного решения,
по результатом которого был выбран алгоритм DiCUT-MILP[3]. Разработан
протокол для отечественного контроллера RunOS[4].
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В докладе рассматривается задача оптимизации работы валидаторов блок-
чейн-хранилища, возникшая в рамках создания блокчейн-хранилища для кон-
троллера SDN RUNOS [1]. Блокчейн-сеть — одноранговая сеть связанных между
собой вычислительных устройств, на которых присутствует экземпляр про-
граммного обеспечения блокчейна. Узел-валидатор — составной узел блокчейн-
сети, который обеспечивает проверку и хранение транзакций. Следует опре-
делить оптимальные параметры работы валидатора, адаптируя его работу под
условия внешней среды (объем хранимых в блокчейне данных и скорость
поступления этих данных в видне транзакций различного размера).

В рамках предыдущего исследования для приложения RUNOS L2 Learning
Switch было реализовано и протестировано блокчейн-хранилище на базе
Cosmos SDK [2]. При этом запуски производились с исходными параметрами
алгоритма консенсуса CometBFT (Tendermint) [3].

В качестве основных метрик качества работы блокчейн-сети в докладе
рассматриваются пропускная способность и количество неподтвержденных
транзакций. Проведены экспериментальные запуски блокчейн-сети из 16 вали-
даторов, работающих на виртуальных машинах, в трех различных конфигура-
циях, представленных на табл. 1. Вариант A содержит значения параметров
консенсуса CometBFT, предлагаемые по умолчанию.

Параметр Вариант А Вариант B Вариант C
Скорость передачи
транзакций, Мб/с 5 1 5

Постоянные соединения 10 5 5
Интервал голосования, с 3 10 10

Табл. 1: Предлагаемые конфигурации блокчейн–валидаторов.

В докладе представлены данные о средних значениях пропускной способ-
ности сети и доле неподтвержденных транзакций для различных значений
среднего числа генерируемых транзакций в секунду. Конфигурация C оказа-
лась лучшей, для неё дополнительно собраны данные о зависимости целевых
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метрик для запусков при различных значениях среднего числа генерируемых
транзакций в секунду и различных значениях размера одной транзакции.
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В последнее время технология Программно-Конфигурируемых сетей ак-
тивно развивается, и решение проблемы согласованности процедур реконфи-
гурации ПКС является одной из важных [1]. При изменении правил марш-
рутизации на сетевых устройствах могут возникать конфликты, вызванные
конкурирующими запросами маршрутизации потоков через объекты текущей
конфигурации сети. В отличие от обычной реконфигурации традиционных
сетей, в ПКС контроллер автоматически вносит изменения в конфигурацию
сети на основе пользовательских запросов в соответствии с принятыми поли-
тиками безопасности. Ответственность за корректную работу сети возлагается
на соответствующие приложения контроллера и реализованные в них методы
и алгоритмы. Таким образом, наряду с технологией производства и внедрения
приложений, управляющих сетью, имеет значение теоретическое обоснование
методов и алгоритмов, по которым работают эти приложения.

В работе проанализированы существующие методы решения проблемы
реконфигурации сети, а также проводится исследование нового метода опти-
мизации работы ПКС при выполнении конкурирующих запросов построения
маршрутов, который будет являться продолжением внедрения концепции вре-
менных меток в ПКС [2]. Будут исследоваться слабосогласованные процедуры

https://runsdn.com/index.php/products/runos
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реконфигурации, отличительной чертой которых является возможность пере-
сечения на одних и тех же объектах сети в некоторый промежуток времени.
Данное пересечение приведет к тому, что префикс потока данных будет обра-
батываться одной процедурой, а суффикс другой. Это приведёт к снижению
безопасности сети, но повысит скорость обработки. Для проведения исследова-
ния и моделирования выбрана система NS-3 [3], в которой будет реализована
топология, состоящая из нескольких хостов, OpenFlow-коммутаторов и контрол-
лера. Сначала будет пускаться один поток данных, а потом будет происходить
условное отсечение хвоста этого потока другим потоком. И, таким образом,
будет происходить исследование характеристик слабосогласованных процедур
в зависимости от значения отсекаемого xвоста.
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В данном докладе рассматривается система обслуживания с приоритетами,
функционирующая в условиях критической загрузки, а, именно, исследуется
поведение длины очереди, когда одновременно и время стремится к бесконеч-
ности, и загрузка к единице, такую постановку предложил Ю. В. Прохоров
в [1].

Опишем рассматриваемую систему: имеется три пуассоновских входящих
потока, каждый из которых имеет свою функцию распределения времени об-
служивания, в системе есть бесконечное число мест в очереди для ожидания
и один обслуживающий прибор. Приоритетная дисциплина является смешан-
ной, установлены следующие приоритеты: относительный приоритет между
требованиями первого и второго потоков и между требованиями второго и
третьего потоков, а для требований первого и третьего потоков – абсолютный
приоритет с обслуживанием занового прерванного требования. Будем считать,
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что первый поток имеет наивысший приоритет, а третий — низший. Одна из
разновидностей смешанных приоритетов была предложена в монографии [2].

Интерес к исследованию систем такого типа обусловлен не только чисто тео-
ретической мотивацией, но и обширным классом реальных систем, в которых
с одной стороны возникают приоритеты, то есть неравноправие требований,
поэтому требуется устанавливать правила обслуживания заявок разных классов,
а с другой стороны — важно исследовать вероятностные характеристики систем
в условиях критической загрузки, так как в большинстве прикладных областей
системы являются высоконагруженными.

Используя соотношения, которым удовлетворяет преобразование Лалпаса
совместной производящей функции количества требований каждого приори-
тетного класса в системе, полученные в работе [3], были найдены предельные
распределения для количества требований наименее приоритетного класса
системы в условиях критической загрузки. Поскольку они были найдены в
явном виде, то это позволяет найти аналитические выражения для предельных
плотностей распределений, а также выражения для различных вероятностных
характеристик, таких как математическое ожидание и дисперсия длины очереди.
Был произведен анализ полученных предельных распределений, который пока-
зал существенные различия между различными предельными функциями, что
приводит к необходимости более аккуратного статистического анализа реаль-
ных систем при использовании данной модели теории массового обслуживания
в качестве математической для исследуемой системы.
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Во многих современных приложениях статистики — например, при обра-
ботке изображений и аудиосигналов, при исследованиях в области генетики
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и в ряде других областей знаний — регулярно возникают задачи обработки
больших массивов зашумленных данных. Массив данных зачастую полагается
допускающим некоторое разреженное представление, при котором абсолют-
ное значение большинства элементов массива равно нулю или достаточно
мало. При этом возникает задача выявления значимых элементов массива
(значимых признаков) и удаления шума, математически эквивалентная задаче
множественной проверки гипотез.

Для решения задачи множественной проверки гипотез в работе [1] был
предложен метод, основанный на контроле ожидаемой доли ложных отклоне-
ний (false discovery rate, FDR) гипотез при помощи алгоритма Бенжамини—
Хохберга. В работах [2,3] для случая, когда массив данных является разрежен-
ным и состоит из независимых элементов, были показаны состоятельность и
асимптотическая нормальность оценки риска данного метода.

В то же время в некоторых приложениях — например, при анализе полу-
ченных в результате использования ДНК-микрочипов данных, исследовании
геофизических процессов и анализе помех в телекоммуникационных каналах —
условие независимости элементов массива данных может не выполняться. В
докладе показывается асимптотическая нормальность и сильная состоятель-
ность оценки риска при применении FDR-метода в случае, когда элементы
массива данных являются слабо зависимыми — имеют соответствующим об-
разом убывающие коэффициент сильного перемешивания и максимальный
коэффициент корреляции.
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В сфере лекарственной разработки особую роль играют исследования с
целью доказательства эквивалентной биодоступности. Признание эквивалент-
ности биодоступностей воспроизведенного и оригинального лекарств делает
возможных экстраполяцю безопасности и эффективности оригинального на
воспроизведенный лекарственный препарат, для которого не проводится полно-
ценная клиническая разработка. Наиболее частым способом подтверждения
эквивалентной биодоступности являются фармакокинетические исследова-
ния, когда эквивалентность установливается посредством сравнения профилей
«концентрация действующего вещества в плазме или сыворотке — время» (фар-
макокинетическая кривая).

Использование стандартных подходов к анализу результатов таких иссле-
дований в некоторых случаях может быть проблематичным с связи с суще-
ственной сложностью современных лекарственных формуляций и множеством
источников вариабельности, что необходимо учитывать [1].

Основная идея предлагаемого подхода состоит в анализе симметрической
разности площадей под фармакокинетическими кривыми сравниваемых пре-
паратов. Пусть площадь под фармакокинетической кривой для испытуемого
T и оригинального R препаратов AUC представлена как сумма общей части
AUCcommon и отличий AUCdifference:

AUC = AUCdifference + AUCcommon

.
Математическое ожидание этой суммы случайных величин представимо в

следующем виде:

E[AUC] = E[AUCdifference] + E[AUCcommon]

.
Пусть E[AUCdifferenceT ] > E[AUCdifferenceR] Далее, можно показать, что:

0 < ln
E[AUCT ]

E[AUCR]
= ln

E[AUCdifferenceT ] + E[AUCcommon]

E[AUCdifferenceR] + E[AUCcommon]
<
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< ln
E[AUCdifferenceT ]

E[AUCdifferenceR]
.

Тогда, в предположении о логнормальном распределении AUCdifference

(для AUC постулируется логнормальность) это будет означать, критерий для
AUCdifference будет характеризоваться меньшей областью отвержения гипотезы
χa, то есть более чувствителен к обнаруживаемым различиям. Схожий подход
ранее был описан в работах [2, 3].
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В работе рассматривается задача проверки лекарственных препаратов на
биоэквивалентность. Исследования биоэквивалентности лежат в основе вос-
произведения лекарственных препаратов, подтвердивших свою эффективность
и безопасность. Основным методом проверки гипотезы биоэквивалентности
является процедура двух односторонних тестов Шуирманна. Она используется
в течение многих лет и подтвердила свою пригодность для доказательства
эквивалентной биодоступности.

В исследованиях биоэквивалентности одной из использующихся сравни-
тельных характеристик лекарств является площадь под кривой (AUC) «кон-
центрация—время». Основной проблемой классического критерия является
нечувствительность к форме этой кривой, что может влечь за собой некоррект-
ную оценку действия воспроизведенного лекарства.

Авторами был предложен новый подход, заключающийся в построении по-
следовательности критериев, основанных на сравнении определенных частей
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площади под кривой концентрации. В классическом случае для оценки биоэкви-
валентности сравнивалась сразу вся площадь под кривой концентрация-время.
Данный параметр, несмотря на содержащуюся информацию об экспозиции
действующего вещества в соответствующие моменты времени, не содержит
информации о форме кривой. Предложенный критерий имеет меньшую вероят-
ность ошибки первого рода, что важно при работе с пропущенными данными.

На данный момент авторами продолжаются исследования подходов к анали-
зу биоэквивалентности, рассматриваются вероятностно-статистические методы,
в том числе связанные с анализом распределения случайной величины AUC.

Основные результаты работы докладывалась на конференциях «Ломоносов—
2022», «Ломоносов—2023», на международных научной конференции «BIG
BRAIN 2022», «BIG BRAIN 2023», по материалам которых опубликованы
статьи на русском и английском языках.
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Рассматривается стохастическая мезо-модель для газовой динамики в фа-
зовом пространстве при умеренных числах Кнудсена [1]. Математическая
модель данного процесса представляет собой многомерное стохастическое
дифференциальное уравнение вида:

dvt = − 1

Kn
a (c) (vt − V ) dt+

1√
Kn

σ (c) dWt, (1)
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где vt - скорость частицы, V - макроскопическая скорость, c - модуль тепловой
скорости, a (c) и σ (c) - матрицы сноса и диффузии, которые подбираются та-
ким образом, чтобы соответствовать уравнению состояния газа, в простейшем
случае полиномы [2].

Задачей данного исследования было оценить существование/отсутствие ко-
нечных моментов порядка p, где 1 ⩽ p ⩽ 2 для сечений решения СДУ (1) при
каждом конкретном t. Так как точное решение данного уравнения возможно
лишь при некоторых допущениях на матрицы сноса и диффузии, то оценка
производилась путем численного моделирования процесса с последующей ста-
тистической оценкой параметров. Для численного решения данного уравнения
был применен метод Мильштейна, так как он имеет более высокий порядок
сходимости по сравнению с методом Эйлера-Маруямы. Для оценки существо-
вания конечных моментов были применены методы описанные в статьях [3, 4],
основанные на поведении эмпирических оценок для моментов. Валидация
метода производилась для параметров сноса и диффузии для которых точное
решение СДУ (1) существует.
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Доклад посвящен оценкам точности аппроксимации распределений сумм
целочисленных локально зависимых случайных величин распределениями спе-
циального вида. Под локальной зависимостью понимается следующее свойство
распределений последовательности случайных величин.

Пусть J ⊂ N, {Xi,∈ J} последовательность случайных величин, принима-
ющих значения в N. Для заданного множества A ⊂ J через XA обозначим
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совокупность случайных величин {Xi, i ∈ A}, через X∗
A =

∑
i∈AXi, Ac обозна-

чим дополнение к множеству A. Совокупность случайных величин {Xi, i ∈ J}
является локально зависимой структурой, если для любого i ∈ J существуют
множества Ai,Bi,Ci такие, что i ∈ Ai ⊂ Bi ⊂ Ci и Xi не зависит от XAc

i
, в

свою очередь, XAi
не зависит от XBc

i
, а XBi

не зависит от XCc
i
.

В докладе рассматриваются оценки точности аппроксимации распределе-
ния суммы локально зависимых величин W =

∑
i∈JXi сопровождающими

распределениями. Выбор сопровождающего распределения определяется вы-
полнением неравенства EW > V arW или EW < V arW . В первом случае
это свертка биномиального закона и распределения Пуассона Bi(n, p) ∗ Π(λ),
во втором случае - свертка отрицательно биномиального закона NB(r, p) и
распределения Пуассона. Для биномиального закона EBi(n, p) ⩾ V ar(Bi(n, p)
а для Пуаасона EΠ(λ) = V ar(Π(λ)). Для отрицательно биномиального за-
кона верно неравенство ENB(r, p) ⩽ V ar(NB(r, p). Параметры сопровожда-
ющего распределения выбираются из условия EW = EBi(n, p) + EΠ(λ) и
V ar(W ) = V ar(Bi(np)) + V ar(Π(λ)) в первом случае и EW = ENB(r, p)
+ EΠ(λ) и V ar(W ) = V ar(NB(r, p)) + V ar(Π(λ)) во втором случае.

Основной результат заключается в оценке расстояния полной вариации меж-
ду сопровождающим рапсределением и рапределением суммы W в терминах
параметров n, p, λ и σ2 = V ar(W ) либо r, p, λ и σ2. Рассмотрены также при-
менения основного результата к задаче появления серии из k1 нулей и затем
появления серии из k2 единиц в испытаниях Бернулли.Полученная оценка име-
ет оптимальный порядок зависимости от числа наблюдений. Затем в докладе
дан аналогичный результат для серии из k1 единиц. Опираясь на результат Боб-
кова и Ульянова, доказан аналог ЦПТ для функции распределения величины
W с использованием первой поправки Чебышева–Эджворта.

Точные формулировки и доказательства см. в [1, 2].
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В нашем докладе рассматривается задача о характеризации многомерного
аналога показательного распределения, а именно распределения Маршалла-
Олкина. Одномерный вариант такой характеризации рассматривался ранее
другими авторами (см., например, [1]).

Пусть мы имеем случайный вектор ε⃗, который имеет многомерное рас-
пределение Бернулли с параметрами P = (pi, i ∈ I), где I есть множество
векторов i = (i1, . . . , id), каждая компонента которых равна 0 или 1, причем
pi = P (ε⃗ = i). Далее мы рассматриваем специальный случай, для которого
pi = λi · p, i ̸= 0, p0 = 1− p, где λi ⩾ 0,

∑
i, ̸=0

λi = 1, 0 < p < 1. Обозначим

rk =
∑
i:ik=1

pi = p ·
∑
i:ik=1

λi = p · γk , k = 1, . . . , d.

Далее 1⃗ = (1, . . . , 1), r⃗ = (r1, . . . , rd). Пусть Y⃗0, X⃗1, Y⃗1 есть независимые оди-
наково распределенные случайные векторы в Rd, ε⃗— случайный вектор в Rd с
многомерным распределением Бернулли с параметрами P и все эти векторы
независимы между собой.

Теорема 1. . Соотношение

Y⃗0
d
= (⃗1− r⃗) ◦ X⃗1 + ε⃗ ◦ Y⃗1, (1)

имеет место тогда и только тогда, когда распределение вектора Y⃗0 является
распределением Маршалла-Олкина.

Здесь знак ◦ обозначает операции покомпонентного умножения векторов.
Это исследование было проведено в соответствии с научной программой

Московского центра фундаментальной и прикладной математики и факульте-
та вычислительной математики и кибернетики Московского госуниверситета
имени М. В. Ломоносова.
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Аналитическе задание множества управляемости позволяет проводить бо-
лее качественый анализ задачи оптимального управления с любым критерием
качества. Задачи с фазовыми ограничениями представляют собой более слож-
ную структуру, чем задачи без фазовых ограничений. Поэтому построение
множества управляемости является актуальным. В работе [1] построено множе-
ство управляемости для системы второго порядка с нулевыми собственными
значениями и горизонтальным фазовым ограничением. В данной работе рас-
сматривается управляемый объект, поведение которого описывается линейной
системой дифференциальных уравнений второго порядка, матрица коэффици-
ентов при фазовых переменных которой имеет действительные собственные
значения разных знаков. Область управления определяется четырехугольни-
ком со сторонами, не параллельными осям координат и модержащим начало
координат в качестве внутренней точки. Фазовое ограничение определяется
наклонной прямой.

Используя представление опорной функции множества управляемости [2],
строится множество управляемости в начало координат без учета фазового
ограничения. Далее, на основе анализа построенного множества определяет-
ся момент времени, когда фазовое ограничение становится существенным и
определяется точка касания границы множества управляемости и границы мно-
жества, определяющего фазовое ограничение. Показано, что при определенной
комбинации значений параметров задачи момент времени, когда фазовое огра-
ничение становится существенным, определяется как единственное решение
трансцендентного уравнения.
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Для линейных дифференциальных игр двух игроков при геометрических
ограничениях на управления и терминальным множеством в виде выпуклого
компакта рассмаиривется задача сближения в постановке Л.С.Понтрягина [1-4].
В терминах параметров игры сформулировано определение инерционности
управления каждого из игроков. Для трех вариантов соотношений инерционно-
сти приводятся конструкции управления первого игрока в классе позиционных
контруправлений [5], гарантирующего окончание игры из данной начальной
позиции за конечное время. Получены соотношения для нахождения гаран-
тированного времени окончания игры для параметров управляемой системы
и начального положения. Проведены результаты расчетов модельных приме-
ров задач сближения для различных вариантах инерционности игроков. Для
задачи сближения в линейной дифференциальной игре, в классе позиционных
управлений с поводырем первого игрока, в постановке Н.Н.Красовского [5-
7], предложена схема построения позиционного управления первого игрока,
опирающаяся на решение задачи сближения для поводыря при позиционном
контуправлении. Приведены оценки ресурса первого игорока достаточного для
окончания игры сближения.
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«ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ. КРАТКИЙ КУРС»
Киселёв Юрий Николаевич, Орлов Михаил Владимирович, Аввакумов

Сергей Николаевич, Орлов Сергей Михайлович
Кафедра оптимального управления, e-mail: kiselev@cs.msu.su, orlov@cs.msu.su, asn@cs.msu.su,

sergey.orlov@cs.msu.su

В рассматриваемой монографии учитывается многолетний опыт чтения лек-
ций по курсу «Оптимальное управление» для студентов третьего курса факуль-
тета вычислительной математики и кибернетики МГУ имени М.В. Ломоносова.
Основное внимание уделено простоте изложения без ущерба математической
строгости доказательств. В книге подробнейшим образом исследована линей-
ная задача быстродействия. Для обоснования основного результата — принципа
максимума Понтрягина — в линейном случае используется аппарат опорных
функций, что позволило упростить ряд доказательств и формулировку необ-
ходимого условия оптимальности. Большое внимание в монографии уделено
численным методам решения линейной задачи быстродействия, что позволяет
использовать книгу при разработке новых численных методов и проведения
научных исследований. Впервые в книгу включены главы с доказательством
принципа максимума в нелинейном случае, полным обоснованием метода
динамического программирования для задачи быстродействия и доказатель-
ством теоремы о достаточных условиях оптимальности в форме конструкций
принципа максимума Понтрягина. Разобранные примеры демонстрируют ос-
новные моменты теории оптимального управления: релейность оптимального
управления в линейном случае, наличие особых режимов в нелинейных зада-
чах оптимального управления, нестандартные подходы к решению задач на
бесконечном горизонте и обоснованию оптимальности. Подробные рисунки
и графики наглядно демонстрируют некоторые особенности аналитических
построений, что улучшает усвоение теоретического материала.

Первые лекции по курсу «Оптимальное управление» на факультете ВМК
МГУ разработаны и внедрены в учебный процесс преподавателями кафедры
оптимального управления факультета ВМК: Асеев Сергей Миронович, Благо-
датских Виктор Иванович, Киселёв Юрий Николаевич. При написании главы,
посвящённой нелинейной теории оптимального управления, использовался
первоначальный конспект лекций, написанный С. М. Асеевым.
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ЛИНЕЙНЫЕ УПРАВЛЯЕМЫЕ ОБЪЕКТЫ С

ИНТЕГРАЛЬНЫМИ ОГРАНИЧЕНИЯМИ НА УПРАВЛЕНИЯ
Никольский Михаил Сергеевич

Кафедра оптимального управления; Математический ин-т им. В. А. Стеклова РАН, e-mail: mni@mi-ras.ru

В теории линейных управляемых объектов, в частности, рассматриваются
интегральные ограничения на допустимые управления объекта (см., например,
[1-3]). В докладе рассматривается задача оптимального быстродействия при
интегральных ограничениях на управления с одноточечным терминальным
множеством, состоящим из нулевой точки.

Получены достаточные условия (см. [3]), при которых время оптимального
быстродействия, как функция начального состояния управляемой системы,
непрерывна. При доказательстве полученных результатов используется аппарат
опорных функций из выпуклого анализа (см. [4]).
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БИЛИНЕЙНАЯ УПРАВЛЯЕМАЯ МОДЕЛЬ В АДАПТИВНОЙ

ТЕРАПИИ РАКОВОГО ЗАБОЛЕВАНИЯ
Хайлов Евгений Николаевич

Кафедра оптимального управления, e-mail: khailov@cs.msu.su

Большинство пациентов, у которых был диагностирован рак предстательной
железы, излечиваются хирургическим путем или лучевой терапией. Тем не
менее, для пациентов, у которых уже начался процесс метастазирования или
развивается рецидив после местной терапии, обычно необходима дополнитель-
ная гормональная терапия, направленная на системное лечение.

В докладе рассматривается взаимодействие между популяцией андроген-
зависимых раковых клеток и двумя популяциями андроген-независимых рако-
вых клеток как во время проведения гормональной терапии, так и в ее отсут-
ствие, при раке предстательной железы. Это взаимодействие моделируется с
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помощью соответствующих линейных систем дифференциальных уравнений.
Рассматривая адаптивную терапию, как один из эффективных способов лече-
ния этого заболевания, которая продлевает терапевтическое преимущество в
чувствительности заболевания к фармакологическому вмешательству и, тем
самым, улучшает качество жизни пациента, такие линейные системы уравне-
ний объединяются в билинейную управляемую систему благодаря введению
управляющей функции. Эта управляющая функция принимает два различных
значения: одно значение определяет взаимодействие между рассматриваемыми
популяциями раковых клеток во время проведения гормональной терапии,
а другое описывает состояние этих популяций в ее отсутствие. В качестве
целевой функции, которая подлежит минимизации, выступает уровень про-
статического специфического антигена (PSA) в конечный момент заданного
общего периода лечения рака предстательной железы.

Решение поставленной задачи минимизации осуществляется путем пере-
бора точек множества достижимости, отвечающего билинейной управляемой
системе, в соответствии с значениями, принимаемыми целевой функцией. Для
этого, сначала находится равномерная оценка числа переключений кусочно-
постоянных управлений, соответствующих точкам такого множества. После
чего, формируется общий вид управлений с заданным числом переключений,
которые отвечают границе и внутренности множества достижимости. Это
позволяет заменить исходную задачу оптимального управления задачей конеч-
номерной нелинейной оптимизации. Такая задача решается численно в среде
MAPLE. В докладе приводятся и обсуждаются результаты соответствующих
численных расчетов для различных значений параметров и начальных условий
билинейной управляемой системы.

ПОСТРОЕНИЕ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ

В ОГРАНИЧЕННОЙ ЗАДАЧЕ ТРЕХ ТЕЛ

Шатков Сергей Андреевич
Кафедра оптимального управления, e-mail: ShatkovSA@gmail.com

Для системы тел «Солнце—Земля» наибольший интерес для размещения
исследовательских космических аппаратов (КА) представляют точки либрации
L1 и L2, расположенные относительно близко к Земле на линии, соединяю-
щей притягивающие тела. В окрестности данных точек существуют семейства
гало-орбит, вдоль которых КА может двигаться продолжительное время. Так
как данные точки либрации являются неустойчивыми положениями равнове-
сия, для продления времени нахождения в их окрестности КА используются
маневры коррекции.

Для описания движения вблизи точек либрации выбрана управляемая ди-
намическая модель движения центра масс КА во вращающейся системе ко-
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ординат под действием притяжения Солнца и Земли, неподвижных в данной
системе координат. Масса КА пренебрежимо мала и не оказывает влияния на
притягивающие тела.

Рассмотрена задача аналитического построения компонент вектора тяги в
форме обратной связи от векторов положения и скорости КА, обеспечивающих
его асимптотическое движение к целевой траектории и последующее движение
вдоль нее. Целевая траектория представляет собой гало-орбиту третьего по-
рядка вокруг точки либрации L1, полученную с помощью метода Линштедта—
Пуанкаре в [1]. Для аналитического конструирования соответствующих управ-
лений использован синергетический подход из [2]. Построенные управления
вектором тяги в форме обратной связи позволяют осуществить перелет при
наличии ошибок при выведении КА в космическое пространство.

Выполнено построение асимптотических наблюдателей состояния для век-
тора скорости в соответствии с методом в [3]. Их использование позволяет осу-
ществлять перевод КА на целевую траекторию и удержание в ее окрестности в
случае отсутствия информации о векторе скорости. Проведено моделирование
перелета в окрестность гало-орбиты системы «Солнце—Земля» при помощи
математического пакета Maple. Величина тяги, требуемая для поддержания
КА в окрестности целевой траектории, оказалась на порядок меньше величин
внешних сил, действующих на него. Полученные законы управления тягой
могут быть использованы при построении опорной траектории движения КА с
двигателем «малой» тяги.
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ОБЗОР ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ВОЗМОЖНОСТЕЙ

БИБЛИОТЕКИ SURVIVORS ДЛЯ АНАЛИЗА

ВЫЖИВАЕМОСТИ В PYTHON
Васильев Юлий Алексеевич

Кафедра интеллектуальных информационных технологий, e-mail: iuliivasilev@gmail.com

Событийные данные часто используются для решения прикладных задач
актуарной математики, медицины, биоинженерии и анализа технологических
процессов. Особенностью задачи прогнозирования событий является наличие
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цензурированных данных, для которых истинное время наступления события
неизвестно из-за ограниченности времени исследования или потери наблюде-
ния. Классические методы машинного обучения (классификации и регрессии)
основаны на прогнозировании точечной оценки – вероятности или времени
наступления события. Методы анализа выживаемости позволяют описать изме-
нение вероятности события во времени на основе функций выживания и риска
[1].

Существующие реализации [2,3] моделей анализа выживаемости работа-
ют только с заполненными данными и непрерывными признаками и требуют
дополнительной предобработки данных. Также, открытые реализации имеют
ограниченную применимость к реальным данным. Дискретные модели исполь-
зуют фиксированную временную шкалу, статистические модели основаны на
строгих предположениях, а древовидные модели используют log-rank критерий
с малой чувствительностью к данным с непостоянным риском возникновения
события.

Разработанная библиотека анализа выживаемости survivors позволяет ре-
шать задачи анализа выживаемости, строить индивидуальные прогнозы функ-
ции выживания и риска, исследовать зависимости в данных, оценивать ка-
чество прогнозов и проводить экспериментальные исследования. Откры-
тый программный код survivors доступен на платформе GitHub: https:
//github.com/iuliivasilev/dev-survivors.

Библиотека содержит предложенные ранее методы построения древовидных
моделей с повышенной чувствительностью [4]. Модель дерева выживания
CRAID применима к категориальным признакам и пропущенным значениям
и использует взвешенный критерий log-rank для поиска лучшего разбиения
выборки. Бутстреп ансамбль BootstrapCRAID основан на построении множе-
ства независимых деревьев выживания на бутстреп подвыборках и повышает
качество прогнозирования базовых моделей. Алгоритмы построения деревьев
выживаемости используют векторизацию и параллелизацию для ускорения
вычислений.

По результатам экспериментального исследования на реальных медицин-
ских данных SUPPORT2 [5] и SMARTO [6], предложенные модели библиотеки
survivors превосходят существующие реализации как по качеству прогнозиро-
вания, так и по скорости работы. На наборе SUPPORT2 достигаются значения
0.807 по метрике CI, 0.098 по IBS, 0.898 по IAUC и 0.631 по AUPRC. На наборе
SMARTO достигаются значения 0.732 по метрике CI, 0.141 по IBS, 0.601 по
IAUC и 0.665 по AUPRC.
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МЕТОДЫ СТАТИЧЕСКОЙ АУТЕНТИФИКАЦИИ

ПОЛЬЗОВАТЕЛЕЙ ПО ДАННЫМ ДАТЧИКОВ ДВИЖЕНИЯ

МОБИЛЬНОГО УСТРОЙСТВА
Казачук Мария Андреевна, Чикин Олег Павлович

Кафедра Интеллектуальных информационных технологий, e-mail: mkazachuk@cs.msu.ru,
chikin.oleg@gmail.com

В современном мире с учетом ощутимого роста популярности мобильных
устройств критически важными становятся вопросы, связанные с обеспечени-
ем безопасности хранимой в них информации. При этом одним из основных
инструментов обеспечения безопасности является процедура аутентификации.
Данная работа посвящена исследованию и разработке алгоритмов статиче-
ской аутентификации пользователей по жесту, проделанному с мобильным
устройством в руке. При этом анализируются показания датчиков движения
– акселерометра и гироскопа. Особенностью задачи является высокая зашум-
ленность анализируемых данных, представляющих собой временные ряды –
проекции кажущегося ускорения и угловой скорости по трем осям. Для ре-
шения проблемы зашумленности, в работе предлагается схема многошаговой
фильтрации данных (применение фильтра Баттерворта, медианного фильтра,
вейвлет-преобразования, кубического сглаживающего сплайна). Для построе-
ния модели пользователя в работе предлагаются два алгоритма: алгоритм на
основе комбинации собственного подхода к построению признакового про-
странства и нечеткого метода поиска исключений на основе потенциальных
функций (Fuzzy), а также алгоритм на основе комбинации беспризнаково-
го распознавания с использованием алгоритма DTW и метода Fuzzy. Ввиду
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отсутствия открытого набора данных для проведения исследований, реали-
зован программный прототип кроссплатформенной системы аутентификации
пользователей на основе жеста, проделываемого с мобильным устройством в
руке, позволивший собрать необходимый набор данных и протестировать на
нем разработанные алгоритмы. По результатам проведенной серии экспери-
ментов, предложенные алгоритмы превзошли по качеству работы существую-
щие [1, 2, 3, 4], достигнув среднего значения метрики ROC AUC, равного 0.99,
и могут активно применяться на практике.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Некоммерческого
Фонда развития науки и образования «Интеллект».
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Актуальность. В настоящее время в связи с развитием систем автоматиче-
ского и автоматизированного управления предприятия накапливают большие
объемы данных о состоянии технологических процессов. Множества физи-
ческих датчиков фиксируют состояние системы в каждый момент времени,
тем самым отвечая за управление системой и поддержку ее параметров в
допустимых пределах.
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Одновременно с этим, значительную часть качественных характеристик
таких процессов, в особенности, связанных с нефтехимической промышленно-
стью, составляют лабораторные исследования. Такие исследования проводятся
с нерегулярной частотой — существующие на практике средства их интерполя-
ции основываны на линейных или же кусочно—постоянных интерпретациях.
Математические модели, обобщающие лабораторные исследования на часто-
ту, соответствующую физическим датчикам будем называть виртуальными
датчиками.

Данные. В данной работе исследуется набор данных, соответствующий
нефтеперерабатывающей установке, содержащий около 10,000 показаний 300
физических датчиков, собираемых с частотой 1 час, однако соответствую-
щие лабораторные исследования составляют набор всего в 300 показаний,
собираемых с частотой около суток.

Результаты. Авторами были предложены несколько подходов, объединяю-
щих задачу прогноза и заполнения пропусков для моделирования лабораторных
исследований. Были рассмотрены методы отбора признаков на основе PLS
регрессии (иерархическая кластеризация), градиентного бустинга, деревьев
Байеса, графовой нейронной сети StemGNN [1], а так же базовые методы
в виде Lasso и корреляций. Каждый из предложенных методов отбора был
адаптирован для возможности учитывать экспертное мнение специалистов
области.

Были предложены методы прогнозирования лабораторных исследований на
основе графовых нейросетей [1], генеративных подходов [2], полносвязных
и рекурентных сетей, рассмотрены интерполяции отклика с использованием
Loess и сплайнов, а так же вариант регуляризации, учитывающей корреляцию с
откликом [3]. Полученные авторами экспериментальные результаты обосновы-
вают использование для данной задачи простых рекурентных сетей, графовых
нейросетей с предварительной интерполяцией, а так же отбора признаков на
основе деревьев Баейса.
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Задача оптимизации маршрутов (VRP — Vehicle Routing Problem) представля-
ет класс задач комбинаторной оптимизации. VRP находит широкое применение
в логистике: распределение товаров по магазинам, доставка еды, маршрути-
зация в интернет сети и др. Классические методы решения VRP включают
метаэвристические алгоритмы (LKH, HGS, OR-Tools), а также точные методы
[1]. В последнее время популярность приобретают нейросетевые подходы,
основанные на алгоритмах внимания. Они позволяют получить быстрое ре-
шение, превосходящее классические подходы, но страдают при изменении
распределения данных у обучающей и тестовой выборок [2][3] и при этом
требуют внушительного времени на обучение [3].

В данной работе предложен подход к адаптации предсказаний нейросете-
вого решателя (JAMPR+, описанный в [3]). Эксперименты проводились на
искусственных данных из распределения Соломона [3] (обучающий, неогра-
ниченный набор) и реальных данных из набора ORTEC [4] (набор для теста
и дообучения). При изменении распределений данных, дообучение произво-
дится не над всей сетью, а только над масками, отвечающими за поддержку
ограничений. Таким образом процесс адаптации сети к новым данным сокра-
щается с нескольких дней до минут, сохраняя при этом качество предсказания:
до 15 % лучший результат в первые секунды оптимизации по сравнению с
классическими методами.
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Научные исследования в области астрофизики сегодня стоят перед важной
задачей поиска небесных объектов различных классов в больших массивах аст-
рономических данных. Ключевым моментом анализа является получение макси-
мально полной информации об объектах, широкого признакового пространства.
Признаки астрономических объектов содержатся в каталогах, полученных в
разных спектральных диапазонов, содержащих миллиарды источников. Задача
объединения информации из нескольких каталогов в один общий, содержащий
полную информацию об источнике, трудна по многим причинам [1], в том
числе, из-за различий в точности локализации источников в разных диапазонах
и высокой плотности обьектов в Млечном Пути. Целью работы было создание
програмного инструмента, способного решать задачу объединения информации
об объектах в больших астрономических каталогах.

Нами был разработан пакет CosMatch на языке Python, который способен
использовать при отождествлении астрономических источников, как фотомет-
рические признаки объектов (их потоки и цвета) из разных каталогов, так и
пространственную информацию о положении объекта на небе, при помощи
методов машинного обучения. CosMatch также может быть использован для
поиска в данных объектов редких классов и содержит для этого специальные
модели снижения размерности пространства признаков и кластеризации.

В качестве эксперимента, CosMatch был использован для поиска кандидатов
в HMXB (массивные рентгеновские двойные системы) в нашей Галактике.
Было выполнено кросс-отождествление каталогов из оптического, ИК и рент-
геновских диапазонов: Gaia, Pan-STARRS1, 4XMM, 2MASS, и IPHAS. Для
уменьшения размерности признакового пространства использовался алгоритм
t-SNE. На отобранных признаках получилось выделить 5 кластеров с канди-
датами в объекты класса HMXB. Качество ранжирования HMXB и объектов
других классов оценивалось по метрике ROC_AUC и превышает 0.9.

Пакет CosMatch для отождествления астрономических каталогов и поиска
астрономических объектов редких классов позволяет углубленно анализировать
большие массивы астрономических данных.
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Современные технологические процессы требуют автоматизации контроля
и управления. В работе рассматриваются данные с производственного ком-
плекса нефтепереработки, с которого с фиксированными периодом снимаются
показания физических датчиков. Виртуальные анализаторы (Soft Sensors) - ма-
тематические модели лабораторных показателей, которые позволяют улучшить
процесс оценки качества продукта и снизить зависимость от затратных по
времени или ресурсам лабораторных исследований.

Основным объектом исследования является набор данных с реальной тех-
нологической установки, включающий ежеминутные показания полусотни
датчиков за четыре года (более 2 млн записей) и 4 лабораторые переменные
(количество варьируется от 800 до 1200 записей для каждой переменной).

В условиях разреженности данных поставлена задача прогнозирования
лабораторных показателей на основе физических исторических изменений.
В качестве основной модели прогнозирования были выбраны рекуррентные
нейронные сети (в частности, LSTM).

Для решения проблемы маленького объема данных используются
генеративно-состязательные сети (Generative Adversarial Network) [1], поз-
воляющие аугментировать набор данных. Также исследуются модификации
архитектуры rCWGAN (Conditional Wasserstein Generative Adversarial Networks
with regressor) [2]. В отличие от классической генеративно-состязательной
модели, генератору и дискриминатору подается на вход условия – истинные
значения лабораторных переменных или результаты регрессора. Обучение всех
трех компонент происходит параллельно.

Использование условных генеративно-состязательных сетей rCGAN для
построения виртуальных анализаторов демонстрируют повышение точности
и устойчивости прогнозирования относительного базового подхода на основе
LSTM для трех целевых переменных.
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Методы анализа надежности позволяют прогнозировать время службы обо-
рудования, оценивать риски в реальном времени для предупреждения отказа
системы, оптимизировать нагрузку и износ оборудования путем статистиче-
ского сравнения моделей с различными характеристиками по их влиянию на
срок службы. Для оценки вероятности отказа во времени, задача сводится к
прогнозированию функции выживания [1].

В работе рассматривается задача анализа надежности жестких дисков хра-
нилища Backblaze [2]. Текущее состояние устройства описывается на основе
параметров S.M.A.R.T. (Self-Monitoring, Analysis and Reporting Technology).
Параметры позволяют получить контекст отказа оборудования только после
наступления события, а ожидаемое время отказа скрыто производителем. Из-за
изменений стандартов технологии S.M.A.R.T., были собраны и подготовлены
три набора данных: BLZ16_18 (данные с 2016 по 2018 год), BLZ18_21 (с 2018
по 2021 год) и BLZ21_23 (с 2021 по 2023 год).

Существующие модели прогнозирования обладают рядом недостатков. Непа-
раметрические оценки не зависят от ковариат и не позволяют строить индивиду-
альный прогноз для каждого наблюдения, а параметрические методы требуют
строгих предположений, которые зачастую не выполняются на практике. Со-
временные нейросетевые подходы непрерывного времени [3, 4] повышают
качество параметрических моделей, но наследуют строгие предположения.
Нейронные сети дискретного времени прогнозируют вероятность выживания
только на фиксированной временной шкале [5].

В данной работе предлагается использовать генеративно-состязательный
подход для непараметрического исследования распределений. При таком под-
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ходе происходит условная генерация времен жизни исходя из ковариат наблю-
дений и нормального или равномерного шума. Затем используется непарамет-
рическая оценка для прогнозирования функции выживания или риска.

Реализованная генеративная модель, была дополнена деревом выживаемости
для обогащения признакового пространства и заполнения пропусков.

Были проведены экспериментальные исследования на трех подготовленных
наборах данных. По точечной метрике concordance index предложенный метод
достиг качества 0.71 на наборе BLZ16_18, 0.729 на наборе BLZ18_21, 0.735
на наборе BLZ21_23. По интегральной метрике AUPRC предложенный метод
достиг качества 0.887 на наборе BLZ16_18, 0.907 на наборе BLZ18_21, 0.888
на наборе BLZ21_23.
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Обратная задача магнитометрии — одна из важных задач прикладной вы-
числительной физики. Её решение часто представляет трудность из-за некор-
ректности постановки и высокой вычислительной сложности. В классической
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постановке [1] необходимо определить вектор-функцию M(r), r ∈ V , из урав-
нения

µ0
4π

∫∫∫
V

(
3
(
M(r), r − rs

)
(r − rs)

|r − rs|5
− M(r)

|r − rs|3

)
dv = B(rs)

по данным экспериментальных измерений компонент вектор-функции B(rs)
триаксиальными сенсорами в точках rs /∈ V . Последующая дискретизация
сводит задачу к необходимости решения системы линейных уравнений

Ax = b,

где A ∈ R3M×3N , M и N — число сенсоров и элементарных точек восстановле-
ния поля.

На первый взгляд, увеличение числа сенсоров может только улучшить
восстанавливаемое решение. Однако это может привести к ухудшению её чис-
ленной обусловленности и увеличению вычислительной сложности. Поэтому
вопрос поиска количества и оптимального расположения сенсоров представ-
ляет интерес с прикладной точки зрения. Многие подходы к определению
наилучшей конфигурации точек наблюдения основываются либо на реше-
нии модельных задач и сравнении качества решений [2, 3], что многократно
увеличивает время решения задачи, либо на инженерном опыте исследователя.

В нашей работе предлагается алгоритм априорного определения информа-
тивности заданной конфигурации сенсоров без решения обратной задачи. Он
основывается на применении метода мозаично-скелетонной аппроксимации [4]
к матрице A линейной системы. Использование малоранговой структуры в
ее блоках позволяет оценивать степень влияния сенсоров на компоненты вос-
станавливаемого поля. Также данный подход существенно ускоряет решение
самой обратной задачи за счет быстрых матричных алгоритмов.

Работа Яголы А. Г. и Лукьяненко Д. В. выполнена при финансовой под-
держке РНФ (проект № 23-41-00002). Работа Валиахметова Б. И. выполнена
за счёт средств проекта Российского научного фонда 21-71-10072 (https:
//rscf.ru/project/21-71-10072/).
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МОЗАИЧНО-СКЕЛЕТОННЫЕ АППРОКСИМАЦИИ ДЛЯ

БЫСТРОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ СМОЛУХОВСКОГО C

ПОЛНОРАНГОВЫМИ ЯДРАМИ

Дьяченко Роман Романович, Валиахметов Булат Ильдарович, Матвеев
Сергей Александрович

Кафедра вычислительных технологий и моделирования, e-mail: dyachenko.rr@yandex.ru,
bulatral337446@gmail.com, matseralex@gmail.com

Неупругие соударения хаотически движущихся и агрегирующих частиц
лежат в основе самых разнообразных физических явлений [1]. Эволюция
концентраций частиц различных размеров определяется балансом процессов
агрегации и фрагментации соударяющихся частиц. В случае однородных систем
этот процесс описывается системой уравнений Смолуховского [2]:

dns
dt

=
1

2

∑
i+j=s

Kijninj −
∞∑
j=1

Ksjnsnj,

где ns — концентрация (т. е. количество частиц в единице объема) агрегатов
состоящих из s “элементарных” частиц (мономеров).

В работе [3] предложен быстрый численный метод, позволяющий снизить
асимптотику алгоритмической сложности шага разностной схемы предик-
тор–корректор с O(M 2) до O(M logM) арифметических операций, где M —
число уравнений в конечной системе дифференциальных уравнений. Этот
метод основывается на применении малоранговых матричных аппроксимаций
и быстрых алгоритмов линейной алгебры к ядру агрегации Kij. Однако на
практике существует множество ядер, которые не поддаются прямой аппрокси-
мации малым рангом. Например, имеющие в своей записи модуль разности
Kij = |i− j| и некоторые другие [2, 4].

В данной работе мы предлагаем алгоритм для быстрого решения уравнений
Смолуховского с ядрами из более широкого класса, чем малоранговые. Приме-
нение мозаично-скелетонных аппроксимаций [5] приводит к сложности шага
разностной схемы в O(M log2M) арифметических операций. Это позволяет
решать экстремально большие системы ОДУ порядка M ≡ 220 с широким
классом ядер Kij на персональном компьютере.

Найденные решения согласуются с результатами альтернативного подхода,
основанного на Монте—Карло сэмплировании. Преимуществом по сравнению
с ним является априорно задаваемая более высокая точность.
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РАЗРАБОТКА И ВАЛИДАЦИЯ ИНДЕКСА ТЯЖЁЛОГО

ТЕЧЕНИЯ COVID-19
Киселевская-Бабинина Виктория Ярославовна1, Санникова Татьяна

Евгеньевна2
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В условиях стационара основной задачей является оценка риска тяжелого
течения заболевания в момент госпитализации. В качестве инструмента под-
держки принятия решения мы предлагаем использовать индекс, построенный
на основе информации о хронических заболеваниях пациента. Дополнительной
задачей является валидация готового индекса относительно соответствия его
значений степеням тяжести. Цель данной работы — разработать подход для
построения и валидации индекса тяжелого течения заболевания на примере
COVID-19.

В результате анализа историй болезни 3212 пациентов, госпитализирован-
ных с COVID-19 в 2020—2021 годах [1], был составлен список хронических
состояний, которые достоверно приводят к более тяжелому течению инфекции,
острой легочной недостаточности и необходимости применять искусственную
вентиляцию легких. Для определения весов заболеваний были оценены коэф-
фициенты логистической регрессии летального исхода на обучающей выборке
и округлены до ближайшего целого. Сумма полученных весов имеющихся у
пациента хронических заболеваний составила значение нового индекса. Рассчи-
таны показатель Бриера, AUROC, чувствительность и специфичность индекса
для обучающей и тестовой выборок. Для валидации была использована мар-
ковская модель течения COVID-19 из пяти состояний, отражающих тяжесть
поражения лёгких [2]. В зависимости от значения индекса пациенты были
разделены на три группы, и для каждой группы были оценены параметры
марковской модели. Дополнительно аналогичная оценка была проведена для
индекса Чарлсон [3], и параметры модели были сравнены между одинаковыми
группами пациентов.

Разработанный индекс показал высокую эффективность на тестовой и обуча-
ющей выборках. Оценка параметров марковской модели позволила установить,
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что низкие значения индекса тяжёлого течения COVID-19 соответствуют более
продолжительному стабильному состоянию, в то время как высокие значения —
быстрому нарастанию поражения лёгких. Таким образом, использование мар-
ковской модели позволяет определить то, как индекс распределяет пациентов
по сценариям развития дыхательной недостаточности.

Предложенный комбинированный подход к разработке и валидации индекса
показал свою эффективность и может быть применён для других заболеваний.

Работа была выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России:
грант № 075-15-2022-286.
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ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ В УРАВНЕНИЯХ АГРЕГАЦИИ С
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В данной работе рассматриваются модели необратимого процесса агрегации
с постоянным источником частиц. Предполагается, что каждая частица состоит
из s единичных блоков (мономеров) и изучаются только их концентрации cs(t),
изменяющиеся из-за агрегации сталкивающихся частиц. Такую модель можно
записать как формально бесконечную систему нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений

dcs
dt

=
1

2

∑
i+j=s

Ki,jcicj − cs

∞∑
j=1

Ks,jcj + δs,1.

В случае коэффициентов, не зависящих от размера, можно изучить стационар-
ные распределения частиц по размерам, соответствующие t → ∞. В работе
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повторно изучен случай постоянных скоростей агрегации [1], и получены ста-
ционарные концентрации cs ∼ s−3/2. Данный результат обобщён для модели с
событиями тройного слияния

dcs
dt

=
1

2

∑
i+j=s

Ki,jcicj − cs
∑
j⩾1

Ksjcj

+
1

6

∑
i+j+k=s

Ki,j,kcicjck −
cs
2

∑
i,j⩾1

Ks,i,jcicj + δs,1.

В отличие от ожидаемых результатов с не зависящими от размера скоростями
слияний частиц, агрегация с ядром Ki,j = ij в присутствии источника моно-
меров проходит через фазовый переход, известный как гелеобразование или
золь-гель переход [2]. В данной работе найдено точное время гелеобразования
для этой системы и много теоретической информации о решении cs(t). Прове-
дена проверка разработанной теории и обсуждены тонкие детали постановки
вычислительных экспериментов. Работа выполнена при поддержке отделения
Московского Центра Фундаментальной и Прикладной Математики в ИВМ РАН
(соглашение 075-15-2022-286).
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ДОСТИЖИМОЕ ЗА ПОЛИНОМИАЛЬНОЕ ВРЕМЯ

ПРИБЛИЖЕНИЕ В ЗАДАЧЕ ПОИСКА ПОДМАТРИЦ

МАКСИМАЛЬНОГО ОБЪЕМА
Осинский Александр Игоревич

Сколтех, ИВМ РАН, e-mail: alexander.osinsky@skoltech.ru

Рассмотрим задачу поиска квадратной подматрицы Â ∈ Rr×r в матрице

A ∈ Cr×N наибольшего объема vol
(
Â
)

=
∣∣∣det Â∣∣∣ → max. Для ее реше-

ния обычно используются поиск подматриц локально максимального объема:
известно, что матрица локально максимального объема обладает rr/2-макси-
мальным объемом, то есть ее объем отличается от максимального не более, чем
в rr/2 раз [1]. Однако, как легко показать, того же результата можно достичь с
использованием выбора ведущих столбцов (применяемого в QR разложении)
или с помощью алгоритма Гаусса с выбором ведущего элемента по строкам.
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Теорема 1. Алгоритм Гаусса с выбором ведущего элемента по строкам вы-
берет в невырожденной матрице A ∈ Cr×N r столбцов, соответствующих
подматрице Â ∈ Rr×r rr/2-максимального объема.

Можно ли улучшить данный результат? Как показано в [2], существует c > 0
для которого невозможно за полиномиальное время гарантированно находить
подматрицы ecr-максимального объема (если P ̸= NP). С другой стороны,
в [3] доказано, что подматрицу er/2+o(r)-максимального объема можно найти за
полиномиальное время. Тем не менее авторы явно не указывают асимптотику
алгоритма или сам алгоритм, а их доказательство является громоздким.

Оказывается, подматрицу er/2-максимального объема (без o(r) в экспоненте)
возможно построить за полиномиальное время, причем оно линейно по числу
столбцов N в матрице A. А именно, верна следующая теорема.

Теорема 2. За O
(
Nr2 log log r +Nr2 log ε−1/ε

)
операций в произвольной не-

вырожденной матрице A ∈ Cr×N можно найти подматрицу Â ∈ Rr×r, обла-
дающую er/2+εr/ (2πr)1/4-максимальным объемом.

Подматрица строится путем жадного набора порядка r/ε столбцов (один и
тот же столбец при этом можно использовать несколько раз), поиска подматри-
цы
(
1 + const · ε2

)
-локально максимального объема соответствующего размера,

а затем жадного удаления столбцов до r. Все эти операции осуществляются
с помощью известных алгоритмов поиска подматриц локально максималь-
ного объема [4,5,6], а полная сложность следует из оценок на число шагов
используемых алгоритмов.
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[2] Çivril A., Magdon-Ismail M. Exponential Inapproximability of Selecting a
Maximum Volume Sub-Matrix // Algorithmica. 2013. Vol. 65, Iss. 1. P. 159—
176.

[3] Combinatorial Algorithms for Optimal Design / V. Madan, M. Singh,
U. Tantipongpipat, W. Xie // Proceedings of the Thirty-Second Conference
on Learning Theory, PMLR. 2019. Vol. 99. P. 2210—2258.

[4] Михалев А. Ю., Оселедец И. В. Прямоугольные подматрицы максимального
объема и их вычисление // Доклады академии наук. 2015. Т. 462, № 1.
С. 19––20.

[5] Nikolov A., Singh M. Maximizing Determinants under Partition Constraints //
Proceedings of the Forty-Eighth Annual ACM Symposium on Theory of



Сетуха А. В., Чжоу Минъян 163

Computing, STOC ’16. New York, NY, USA : Association for Computing
Machinery, 2016. P. 192––201.

[6] Osinsky A. I. Volume-based subset selection // Numerical Linear Algebra with
Applications. 2023. Vol. 31, Iss. 1. P. e2525.

МЕТОД КОЛЛОКАЦИЙ РЕШЕНИЯ ИНТЕГРАЛЬНОГО
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ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН
Сетуха Алексей Викторович, Чжоу Минъян

Кафедра вычислительных технологий и моделирования, e-mail: setuhaav@rambler.ru,
bourbaki37@gmail.com

Рассматривается задача рассеяния монохроматической электромагнитной
волны на системе идеально проводящих объектов (тел, ограниченных замкну-
тыми поверхностями, или экранов). Так же рассматривается класс задач из-
лучения антенн с идеально проводящими элементами, которые сводятся к
моделированию рассеяния на элементах (рефлекторах) антенны заданного
поля, создаваемого источниками возбуждения.

Электрическое и магнитное поля описываютя неизвестными векторными
функциями E⃗(x), H⃗(x) с зависимостью от времени e−iωt, где t – время, ω
– круговая частота, x = (x1, x2, x3) – точки пространства. Эти поля должны
удовлетворять уравнениям Максвелла

rotE⃗ = iωµH⃗, rotH⃗ = −iωεE⃗,
где ε, µ – диэлектрическая и магнитная проницаемости внешней среды.

Ищется полное электромагнитное поле (total field) вида E⃗tot = E⃗inc + E⃗,
H⃗tot = H⃗inc+H⃗ , где E⃗inc, H⃗inc – заданное первичное поле (incedient field), E⃗, H⃗
– неизвестное вторичное поле. При этом на идеально проводящих поверхностях
должно выполняться условие равенства нулю касательной компоненты полного
электрического поля, на бесконечности должно выполняться условие излучения
для вторичного поля.

Неизвестное электрическое поле ищется как поле, индуцируемое поверх-
ностными токами, возникающими на поверхности облучаемых объектов. Для
нахождения этих токов записывается граничное интегральное уравнение с
сильной особеностью, для решения которого применяется метод кусочно-
постоянных аппроксимаций и коллокаций, описанный в работах [1], [2].

Целью настоящей работы является приложение такой численной схемы
к решению задачи излучения рупорной антенны. При этом моделируется
рефлектор антенны и часть прямоугольного волновода, подходящего к этой
антенне. Для возбуждения антенны используется вибратор Герца (отрезок с
током), размещаемый внутри волновода. Поле, создаваемое таким источником
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возбуждения, рассматривается как первичное поле, которое рассеивается на
стенках волновода и рефлекторе антенны.
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Разложение Холецкого — это метод факторизации квадратной матрицы в
виде произведения нижней треугольной матрицы и ее транспозиции. Этот
метод используется для решения систем линейных уравнений и положительно
определенных матриц [1]. Устойчивость разложения Холецкого зависит от
арифметик различной точности [2], используемых при вычислении разложения.

Арифметики с большей точностью обычно обеспечивают более устойчи-
вое разложение, так как они уменьшают ошибки округления, возникающие
в процессе факторизации. Однако, использование арифметик высокой точ-
ности может привести к увеличению времени вычислений и использованию
большего объема памяти. Поэтому важно найти баланс между точностью и
эффективностью вычислений, чтобы получить оптимальное решение [3].

Вообще говоря, африметика с плавающей запятой считаются лучше, чем аф-
риметика с фиксированной запятой. Это связано с тем, что числа с плавающей
запятой имеют больший динамический диапазон и не склонны к числовому
переполнению или опустошению. Однако оценить ошибки округления для
чисел с плавающей запятой сложнее, чем для чисел с фиксированной запятой.

В целом, арифметика с плавающей запятой считается более предпочтитель-
ной по сравнению с арифметикой с фиксированной запятой. Это объясняется
тем, что числа с плавающей запятой обладают большим динамическим диапа-
зоном и меньше подвержены числовому переполнению или потере точности.
Тем не менее, оценка ошибок округления для чисел с плавающей запятой
оказывается более сложной, чем для чисел с фиксированной запятой.

Специфика разложения Холецкого осложняет ситуацию. Известно, что

A = LLT
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где можно доказать, что диагональный элементы фактора Холецкого L меньше
соответствующих диагональных элементов матрицы A. В данном контексте
важность обширного динамического диапазона уменьшается. Следовательно,
при одинаковой разрядности, вычисления с использованием фиксированной за-
пятой для разложения Холецкого могут оказаться более точными по сравнению
с плавающей запятой. Кроме того, реализация арифметики с фиксированной
точкой технически проще, поскольку сложение и умножение чисел с фиксиро-
ванной точкой не требуют обработки знака порядка.

В рамках этой конференции мы планируем продемонстрировать ошибки
округления, связанные с использованием чисел с фиксированной и плавающей
запятой, а также сравнить точность. Наша основная цель — найти оптимальный
баланс между вычислительной сложностью и точностью декомпозиции.
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ВЫБОРКИ
Абрамов Владимир Геннадьевич, Абдул Гани Надим Ахмадович

Кафедра алгоритмических языков, e-mail: vlabr@cs.msu.ru, s02220316@stud.cs.msu.ru

В мире, насыщенном информацией, анализ временных рядов становится
все более важным инструментом для принятия обоснованных решений в раз-
личных областях, от финансов до медицины. Однако, часто сталкиваемся с
ситуацией, когда у нас ограниченный объем данных, что создает вызовы для
точного и эффективного прогнозирования. Эта статья рассматривает вопрос
прогнозирования временных рядов в условиях малой выборки и подчеркивает
техники и стратегии, которые помогают добиться высокой точности.

Понимание особенностей малой выборки в прогнозировании временных
рядов. В сравнении с обширными данными, малые выборки представляют
собой особый вызов для аналитиков данных и специалистов по машинно-
му обучению. Прогнозирование временных рядов в таких условиях требует
тщательного анализа и выбора методов, способных обеспечить стабильные
результаты. Основные проблемы, с которыми сталкиваются исследователи,
включают ограниченную информацию для выявления шаблонов и уязвимость
к внешним воздействиям.
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Выбор правильных методов анализа временных рядов. Для успешного
прогнозирования на основе малой выборки важно использовать подходящие ме-
тоды анализа временных рядов. Методы, такие как авторегрессионные модели
(AR), скользящее среднее (MA) и их комбинации в виде ARIMA (методология
Бокса—Дженкинса) [1][2], могут быть адаптированы для работы с небольшими
наборами данных. Важно также учесть структурные изменения и сезонность в
рядах, чтобы повысить точность прогнозов.

Использование машинного обучения и регрессионных методов. Машин-
ное обучение предоставляет мощные инструменты для работы с ограниченны-
ми данными. Алгоритмы, такие как Support Vector Machines (SVM), Random
Forest и Gradient Boosting [3], могут быть адаптированы для задач прогнози-
рования временных рядов. Однако, необходимо осторожно использовать их,
учитывая риск переобучения на малой выборке [4].

Кросс-валидация и оценка результатов. В условиях малой выборки крайне
важно проводить кросс-валидацию для проверки стабильности и обобщающей
способности модели. Дополнительно, использование различных метрик оценки,
таких как средняя абсолютная ошибка (MAE) и среднеквадратичная ошибка
(MSE), позволяет более полноценно оценивать качество прогнозов [5].

Решение проблемы. Важно обратить внимание на идею комбинирования
подходов для достижения более точных прогнозов в условиях ограниченных
данных. Вместо того чтобы полагаться исключительно на один метод или
модель, следует использовать ансамблевый подход, который объединяет пре-
имущества различных методов и компенсирует их недостатки.

Например, можно создать ансамбль моделей, включающий в себя как класси-
ческие методы анализа временных рядов (например, ARIMA), так и современ-
ные алгоритмы машинного обучения (например, Gradient Boosting или Random
Forest).

Кроме того, кросс-валидация и оценка результатов должны быть осуществ-
лены на каждой модели в ансамбле, чтобы выбрать наиболее эффективные
и надежные компоненты для предсказаний. Дополнительно, использование
различных метрик оценки позволит более полноценно оценить качество и
устойчивость прогнозов.
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Современные большие языковые модели (LLM) изучаются как инструмент
построения систем искусственного интеллекта и, в частности, как алгоритм ма-
шинного обучения. Главная задача языковых моделей состоит в моделировании
последовательностей — выводе общего правила из конечного набора конкрет-
ных примеров. Оценка качества современных больших языковых моделей
базируется на трех основных характеристиках: производительность, скорость
работы и эффективность алгоритма обучения.

В оценке производительности важны два критерия: качество интерполя-
ции (обобщения правил для последовательностей, сопоставимых по длине
с обучающей выборкой) и качество экстраполяции (обобщения правил для
последовательностей, которые существенно длиннее обучающей выборки).
В оценке качества интерполяции, в свою очередь, выделяются две наиболее
важные для практических систем характеристики: качество работы модели на
частных задачах и качество работы с контекстом.

В докладе сравниваются наиболее распространенные архитектуры глубоких
языковых моделей по описанным выше характеристикам. В частности, рассмат-
риваются модели рекуррентных нейронных сетей, трансформеров [1], модели
пространства состояний [2], а также их современные модификации. Сравни-
ваются как теоретические характеристики моделей, так и значения метрик на
практических задачах.

Рассматривается идея применения формальных грамматик для оценки ка-
чества интерполяции и экстраполяции языковых моделей. Известно, что ре-
куррентные нейронные сети и трансформеры полны по Тьюрингу, однако на
практических задачах классы распознаваемых ими языков ограничиваются
контекстно-свободными языками. Кроме того, способность модели трансфор-
мера к экстраполяции сильно зависит от позиционного кодирования и формата
входных данных, что не учитывалось ранее в подобных исследованиях. Отдель-
ный интерес вызывают смешанные модели (например, Griffon [3] или Based
[4]), которые стремятся объединить преимущества как трансформеров, так и
рекуррентных сетей. По-видимому, подобные архитектуры лучше решают зада-
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чу экстраполяции, поэтому интересен вопрос о том, какие классы формальных
языков могут ими задаваться.

Также многие исследования в области LLM направлены на изучение ка-
чества интерполяции в LLM и, в частности, работы с контекстом. Однако
большинство работ изучают локальную проблему на очень небольшом на-
боре данных, что усложняет воспроизводимость и обобщение полученных
результатов. Тем не менее, многие частные задачи можно переформулиро-
вать в терминах формальных языков. Так, проблему «ассоциативной памяти»
(«associative recall»), которая является ключевой в вопросе интерполяционных
возможностей языковых моделей, можно свести к поиску контекстно-свободной
грамматики определенного вида. Возможно, применение аппарата формальных
грамматик и на других классах задач позволит получить более значимые и
устойчивые результаты.
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Задача автоматического извлечения терминов из текстов (Automatical Term
Extraction, ATE) [1] — одна из традиционных задач в области компьютерной
лингвистики, актуальность которой определяется активным развитием науки и
появлением новых терминов — слов и словосочетаний, обозначающих понятия
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предметных областей (ПО). Для обучения моделей ATE и их оценки требуются
корпуса с терминологической разметкой, однако из-за сложностей определения
терминологичности словосочетаний их разметка выполняется в основном
вручную экспертами, что трудоёмко и долго. Как следствие, мало открытых и
представительных корпусов с терминологической разметкой.

Среди корпусов с ручной разметкой терминов для задачи ATE одним из наи-
более тщательно разработанных является ACTER [2] — мультиязычный корпус,
включающий тексты на трёх языках (английском, французском, нидерланд-
ском); для каждого языка представлены тексты в четырёх областях. Кроме
размеченных текстов (в формате IOB), корпус содержит списки терминов,
извлеченных из этих текстов для каждого языка и ПО.

В данной работе рассматриваются два пути автоматизации терминологи-
ческой разметки текстов. Первый путь основывается на автоматизированном
переводе уже готового корпуса на целевой (русский) язык, а второй предпола-
гает создание программных средств для упрощения процесса ручной разметки
терминов экспертом.

В рамках первого пути реализован перевод англоязычного подкорпуса
ACTER на русский язык следующим методом:

1) автоматический перевод исходных текстов из подкорпуса ACTER;
2) автоматический (независимо от этапа 1) перевод списков терминов всех

ПО из подкорпуса ACTER;
3) перенос разметки из англоязычных текстов в их русскоязычные эквива-

ленты, полученные на первом этапе.
В рамках второго пути автоматизации был разработан программный мо-

дуль, извлекающий из русскоязычного текста термины-кандидаты по заданным
грамматическим образцам (например, «Прилагательное-Существительное»:
связный граф), а также ранжирующий список кандидатов по метрике терми-
нологичности С-value [3]. Создан также веб-интерфейс для работы эксперта,
выполняющего просмотр извлеченных кандидатов (из топа отранжированного
списка) и устанавливающего метки терминологичности (термин ПО/термин
смежной ПО/нетермин). В функции модуля, реализующего указанный ин-
терфейс, входит проверка консистентности разметки вложенных терминов
(матрица квадратичной формы — квадратичная форма).
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Одним из видов словарной информации, требуемой в задачах компьютерной
лингвистики, являются устойчивые словочетания, или коллокации. В круг
таких словосочетаний входят фразеологизмы (ахиллесова пята), многослов-
ные термины (скорость движения), словосочетания, в которых одно из слов
употребляется в переносном значении (острая борьба), а также часто употреб-
ляемые выражения (рабочее место).

Для русского языка разработаны большие базы словосочетаний КроссЛекси-
ка[1] и CoSyCo[2]. Система КроссЛексика предназаначена для обучения языку
и получения справок при написании текстов, она содержит словосочетания,
собранные вручную. База CoSyCo, напротив, предназначена для проведения
лингвистических исследований и включает словосочетания, отобранные авто-
матически, с информацией о частотности словосочетаний и их слов-компонент.
Система КроссЛексика значительно уступает по числу словосочетаний базе
CoSyCo, что требует ее расширения.

В докладе рассматриваются два метода выявления устойчивых словосоче-
таний для пополения ими базы словосочетаний КроссЛексика. Первый метод
основан на ранжировании словосочетаний базы CoSyCo с помощью мер ассоци-
аций logDice и minimumSensitivity для определения степени их устойчивости.
Второй метод базируется на предсказании компонентов словосочетания на
основе его контекста, взятого из базы CoSyCo, с помощью языковой трансфор-
мерной модели ruBERT.

Для экспериментального исследования методов были рассмотрены слово-
сочетания вида существительное+существительное (борьба мнений) и суще-
ствительное+глагол (принимать гостей) для 30 частотных существительных.
Для оценки выявленных данными методами словосочетаний была проведена их
экспертная разметка, а также оценка качества ранжирования на основе метрики
средней точности.

Дополнительно рассмотрена задача классификации устойчивых словосо-
четаний по видам лексических функций. Для обучения классификатора была
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использована экспертная разметка, взятая из корпуса СинТагРус[3], а для
оценки качества классификации применены метрики точности и полноты.

По результатам исследований предложены способы пополнения системы
КроссЛексика новыми устойчивыми словосочетаниями.
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Класс детерминированных бесконтекстных (контекстно-свободных) языков
играет особую роль в теории формальных языков. Для языков этого класса,
в отличие от более широкого класса бесконтекстных языков, алгоритмиче-
ски разрешимы такие задачи, как проверка равенства двух языков [1] или
проверка регулярности языка [2]. Детерминированные языки, с одной сторо-
ны, достаточно выразительны, чтобы представлять основные синтаксические
конструкции языков программирования, а с другой – легко распознаваемы
(линейная сложность по времени распознавания). Поэтому они широко приме-
няются на практике — современные языки программирования в своей синтакси-
ческой части по сути являются детерминированными языками, что позволяет
применять эффективные алгоритмы для синтаксического анализа, например,
LR(1)-анализаторы.

В классической литературе детерминированные языки обычно определяются
как языки, допускаемые детерминированными магазинными автоматами [3].
Мы предлагаем новый подход для исследования детерминированных бескон-
текстных языков — с помощью L-графов [4], обладающих свойством детерми-
нированности. В [5] был предложен алгоритм построения графа магазинного
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автомата (D-графа), сохраняющий свойство детерминированности, а L-графы
являются обобщением D-графов.

В докладе рассматриваются различные подходы к определению детермини-
рованности L-графа так, чтобы охарактеризовать весь класс детерминирован-
ных контекстно-свободных языков. Предлагаются алгоритмы эквивалентного
преобразования из одного детерминированного представления в другое, об-
суждается выбор наиболее подходящего детерминированного представления
для решения теоретических и практических задач теории детерминированных
языков.
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В докладе рассматривается разработанная авторами инструментальная си-
стема система для работы с L-графами.

L-граф является формой графического представления формальных языков,
предложенная в [1]. L-граф использует независимые скобочные системы, влия-
ющие на описываемый L-графом язык, как можно увидеть на рис. 1.

Рис. 1: Пример L-графа.

Важным отличительным свойством L-графов является их выразительная
способность, позволяющая с их помощью описывать не только контекстно-
свободные языки, но и контекстно-зависимые языки, и даже языки более
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широких классов (рекурсивные, рекурсивно-перечислимые) [2]. В настоящий
момент других программных инструментов для работы с L-графами нет.

В основу работы предалагаемой системы положено описание внутреннего
представления L-графа по принципу списка смежности (рис. 2).

Рис. 2: Внутреннее представление L-графа.

Такой подход позволяет эффективно реализовать операции над L-графами и
использовать в алгоритмах, например, автоматического построения L-графа по
контекстно-свободной грамматике [3].

Реализация разработанной программной системы на языке Python представ-
лена в репозитории (GitHub) [4].
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Построение синтаксически размеченных корпусов текста стало особен-
но актуальным в результате успешного применения современных методов
машинного обучения к решению целого ряда прикладных задач компьютер-
ной лингвистики. Цель работы — разработка инструмента для полуавтомати-
ческой синтаксической разметки русскоязычного текста. Есть два основных
подхода к представлению синтаксической структуры предложения — деревья
непосредственно-составляющих (НС—деревья) и деревья зависимостей.

Наш подход отличается тем, что мы используем синтаксический анализатор,
который выдает НС—деревья, но грамматика, по которой строятся эти деревья,
сконструирована так, что по НС—дереву можно однозначно построить дере-
во зависимостей, размеченное ССО. Синтаксический анализатор управляется
рекурсивной сетью переходов (РСП), которая генерируется автоматически по
размеченному корпусу русского языка Синтагрус [1]. Для минимизации сети
каждый узел формально рассматривается как недетерминированный конечный
автомат, и к нему применяется алгоритм Бржозовски [2] для минимизации
числа состояний. Однако даже в минимизированном узле число состояний
может превышать сотни, поэтому основная работа по исключению недопусти-
мых деревьев происходит в так называемых операторах, то есть в функциях,
автоматически вызываемых анализатором в процессе анализа. Операторы обра-
щаются к словарю, содержащему информацию о ССО между словоформами,
и в случае, когда искомое ССО не выполняется, то вариант разбора отбра-
сывается. Эксперименты показали, что фильтрация по ССО явилась весьма
эффективным инструментом минимизации числа результирующих деревьев
зависимостей.

Несмотря на большой объем (более 1600 Кбайт) полученной РСП, анализа-
тор для всех предложений из корпуса строит минимальное количество деревьев
зависимостей (как правило одно, которое представлено в корпусной размет-
ке) за приемлемое время (порядка минуты). Эксперименты с «неизвестным»
грамматике подкорпусом и «известным» словарем ССО показали, что почти в
75% случаев строится корректное дерево разбора. При этом авторы полагают,
что это значение может быть увеличено за счет более точного морфологиче-
ского анализа. Для остальных случаев, как и для непроективных предложений,
предполагается ручная разметка экспертами.
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Цель алгоритма минимакса [1, 2] получить в каждом узле дерева оценки,
которые можно достигнуть в его листьях, следуя оптимальной стратегии. В
докладе описываются модификации алгоритма, примененные для построения
и поддержки дерева оценок шахматных дебютов, основанного на анализе
шахматными программами 8 миллионов партий. Для каждой позиции получен
список ходов (и их оценок), которые были сыграны или могли быть сыграны
в партиях. Использование дебютного дерева позволяет избежать ошибок в
дебютной стадии партий (примерно 15-25 ходов).

Применены 2 модификации алгоритма: полный минимакс и инкрементный
минимакс.

Алгоритм полного минимакса применяется для первичного построения де-
рева. Дале оно наращивается с помощью алгоритма инкрементного минимакса.
Особенности минимакса в шахматной информатике следующие:

1. Одну и ту же позицию можно получить разными последовательностями
ходов. В таких случаях необходимо избежать повторного обхода дерева для
новых последовательностей.

2. Если позиция оценивается как мат в N ходов, то предшествующая ей позиция
должна оцениваться как мат в N+1 ход. То есть, необходимо менять оценку
в зависимости от удаления узлов от листьев.

3. Встречаются позиции, для которых, несмотря на то, что шахматная про-
грамма дает позитивную оценку, все ветки с позитивными оценками ведут
к циклам из повторяющихся позиций. Это необходимо оценить как ничью,
то есть, дать оценку 0.

Не вдаваясь в детали алгоритма, отметим, что наличие потенциальных
циклов в деревьях потребовало сделать алгоритм многопроходным. Процесс
минимакса для 30 миллионов позиций выполняется за несколько часов, и
требует более 10 итераций обхода дерева.
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Алгоритм инкрементного минимакса позволяет значительно сократить
время построения минимаксного дерева в случаях, когда к нему добавляется
небольшое дерево с новыми позициями и ходами. В основе этого алгоритма
лежит итерационное связывание новых позиций со старыми посредством
генерации всех возможных обратных позиций и их поиска в дереве. Таким
образом, выделяется сравнительно небольшое подмножество позиций и ходов,
для которого затем выполняется алгоритм полного минимакса. Время работы
сокращается с нескольких часов до нескольких минут.

Дебютное дерево используется для обучению шахматным дебютам в про-
грамме Chess King Training и для анализа партий в программе Aquarium.
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Целью работы является классификация шахматных задач по типам приме-
няемых в них комбинационных приемов с использованием методов машинного
обучения. В качестве входных данных используются только начальные позиции
задач и решения.

В докладе описывается:

1. Подбор параметров для классификации.

2. Способы выделения этих параметров в задачах.

3. Классификация задач на основе одного из методов машинного обучения.

4. Методика тестирования.

5. Оценка полученных результатов.

В качестве такого алгоритма был выбран RandomForest. В результате удалось
классифицировать 7 типов задач с высокой точностью, а именно:

1. Advanced pawn. Перевес достигается с помощью превращение пешки, близ-
кой к последней горизонтали.

2. Double check. Перевес достигается с помощью двойного шаха.
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3. Fork. Перевес достигается с помощью вилки – одновременного нападения
на несколько фигур.

4. Hanging piece. Перевес достигается с помощью взятия незащищенной фигу-
ры.

5. Mate. Ставится неизбежный мат в 2 хода.

6. Pin. Перевес достигается с помощью связывания вражеской фигуры.

7. Sacrifice. Перевес достигается с помощью жертвы фигуры.

Результаты работы используются в шахматной обучающей программе Chess
King Learn.
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Появление сети Интернет и широкое распространение социальных сетей и
мессенджеров дало пользователям возможность более активно взаимодейство-
вать друг с другом совершенно в разных областях: медицине, образовании, мар-
кетинге, развлечениях и т.п. Основная часть такого взаимодействия происходит
с помощью текстов, хотя нередко используются аудио- и/или видеоформаты.

В отличие от живого общения указанные выше форматы не позволяют пол-
ноценно распознавать эмоции собеседника, поскольку при обычном разговоре
эмоции передаются посредством лексики, тембром голоса, выражением лица
и т.д., а при общении, например, через текстовые сообщения нам доступен
только текст. В связи с этим автоматизация процесса быстрого и качественного
распознавания эмоции особенно актуальна.

В данной работе рассмотрена задача распознавания эмоций в текстах и
аудиозаписях. Обычно выделяют четыре основных подхода к ее решению [1, 2]:

— Инженерный подход, методы которого опираются на правила, предваритель-
но составленные экспертами-лингвистами.

— Статистический подход, использующий моделирование вероятности выра-
жения эмоции с учетом контекста.

— Подход, основанный на машинном обучении и использующий как классиче-
ские алгоритмы машинного обучения, так и нейросетевые модели.

— Гибридный подход, заключающийся в комбинировании методов различных
подходов, что позволяет сочетать в себе их достоинства.
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Как показывает практика, в текущих реалиях наилучшее качество демон-
стрируют методы машинного обучения, поэтому для решения задачи нами был
выбран третий подход.

В качестве классических алгоритмов машинного обучения мы рассмотрели
логистическую регрессию, Наивный Байес, SVM и CatBoost. Из нейросетевых
моделей применялись: для обработки текстов — RuBERT, для выделения текста
из аудиозаписи — OpenAI whisper-large-v3, для распознавания эмоций из аудио —
Facebook HuBERT.

Для обучения выбранных алгоритмов были найдены три набора данных на
русском языке:

1. CEDR, содержащий аннотированные комментариев из LiveJournal, Lenta и
Twitter.

2. Ru-GoEmotions, представляющий собой переведённый набор комментариев
с форума Reddit.

3. Dusha [3], содержащий обезличенные диалоги с умной колонкой от Sber.

Для задачи распознавания эмоций в текстах наилучшее качество показала
нейросеть RuBERT. Для аналогичной задачи на аудио — нейросеть HuBERT.
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Шахматное программирование в течение долгого времени представляло
интерес для мирового сообщества и активно развивалось в конце ХХ века.
В настоящее время многие шахматисты используют специальные компьютер-
ные программы при подготовке к партиям, повышая уровень своей игры. Для
любителей шахмат также представляется интересным и полезным взаимодей-
ствие с шахматистом-компьютером для анализа своих ошибок и углубления
понимания игры. На настоящий момент разработка и усовершенствование
шахматных программ и алгоритмов остается актуальной, причем особенный
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интерес представляют программы, которые оценивают сделанный пользовате-
лем ход в контексте партии, могут объяснить его перспективы и, возможно,
дать совет о дальнейшем продолжении игры.

В ходе работы были изучены известные шахматные алгоритмы [1,2,3], вклю-
чая как классические решения на основе минимаксного принципа выбора хода
по дереву игры, так и нейросетевые подходы. На основе выбранных методов
реализована шахматная программа, которая по результатам тестовых партий
обыгрывает противников, имеющих первый разряд по системе рейтингов ЭЛО
в шахматах. Кроме вычисления очередного хода компьютером, данная програм-
ма оценивает ход игрока-человека и дальнейшую перспективу развития игры,
предоставляя информацию пользователю в текстовом виде. При разработке
программы были выбраны и реализованы следующие методы и алгоритмы
шахматного программирования:

– Alpha-Beta процедура с амортизацией отказов,
– перебор с нулевым окном,
– метод поиска с основным вариантом (Principal Variation Search),
– хэш-таблицы с техникой Zobrist-ключей,
– методы сортировки перемещений.
Программа имеет графический интерфейс для удобного взаимодействия с

пользователем. Предложенный в работе подход позволяет использовать про-
грамму как игрока-помощника при обучении или подготовке к турнирам.
Успешные ходы и результаты сыгранных партий сохраняются для возмож-
ного повторного изучения пользователем.
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Современные методы искусственного интеллекта и машинного обучения
становятся все более вычислительно сложными и, как следствие, требователь-
ными к вычислительным ресурсам [1]. Это обуславливает рост значимости
процесса профилирования (анализа производительности) моделей с целью
максимально эффективного использования имеющегося оборудования [2].

Фактически стандартной технологией для выполнения задач машинного
обучения на графических процессорах является NVIDIA CUDA, главным
же профилировщиком CUDA-программ выступает Nvidia Nsight Systems [3].
Данный инструмент полезен для анализа производительности GPU, однако
имеет определенные недостатки: он проприетарный, что может создавать
трудности при лицензировании для разработки, а также используется только
локально, что может затруднять коммуникацию в команде.

В данной работе представлен анализ открытых программных средств для
визуализации данных подобного рода, из которых был выбран наиболее полно
отвечающий формату Nvidia Nsight инструмент. Был подробно описан формат
данных профиля, использующийся в Nvidia Nsight, а также изложены особен-
ности процесса создания элементов, отображаемых в Nvidia Nsight на основе
этих данных.

Основным результатом работы стал разработанный преобразователь, пе-
реводящий профиль Nvidia Nsight в профиль, пригодный для визуализатора
Perfetto [4]. Четкое описание функционала и методики применения преобразо-
вателя играет значительную роль для возможных будущих проектов на схожую
тему, позволяя ускорять и упрощать разработку и оптимизацию моделей ИИ.
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WLASL[1] — это набор данных американского языка жестов на уровне слов.
Для создания модели перевода жестовых языков предполагается разработка
модели распознавания слов жестового языка. Данный набор данных состоит
из видеозаписей. Из-за большого объема видеоданных в процессе разработки
возникают ограничения ресурсов. Метод обучения модели на видеофайлах без
предварительной обработки требует длительного времени обучения и большого
объема оперативной памяти GPU. Кроме того, для распознавания жестового
языка необходимо обрабатывать только определенные кадры. Все кадры, кроме
значимых, являются повторяющейся и бесполезной информацией. Для решения
этих проблем можно оптимизировать набор данных. В этой работе представлен
метод высокоэффективной оптимизации набора данных под названием "метод
временных сегментов(Temporal Segment Networks)"[2].

Идея методики. Идея "метода временных сегментов"заключается в следую-
щем: разделение временной линии видео на определенные сегменты и загрузка
случайного изображения из них. Все изображения предварительно извлекаются
из видеофайлов и хранятся в определенном каталоге, а информация о всех
данных сохраняется в файле аннотации. Осуществление этого метода может
способствовать использованию большого объема памяти жесткого диска, но
учитывая, что ресурсы жесткого диска не ограничены по сравнению с GPU
или оперативной памяти, этим можно пренебречь.

Подстановка задач. Для применения этого метода сравнивается использо-
вание ресурсов для исходного набора данных и к которому применен метод.
Также экспериментируется с настройками метода для нахождения оптималь-
ных параметров. Для проведения эксперимента используется пакет PyTorch.
Искусственная нейронная сеть выполняет свертку изображения с помощью
Conv2d и передает выровненный вектор в слой LSTM. Сверточный слой CNN
выполняет 4 свертки. Набор данных состоит из 6 классов, каждый из которых
содержит 15 видеозаписей, преобразованных в файлы PNG. В файле аннотации
сохраняется информация о пути к видео, начальном и конечном кадрах и метке.
Среднее значение использования ресурсов сравнивается путем проведения 20
эпох. Также настраиваются параметры метода через grid search.
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Рис 1: График сравнения траты ресурс.

Результат сравнения. Настройки датасета для сравнения являются такими
же как в примерах документации[3]. В результате эксперимента установлено,
что использование метода сокращает время обучения на 2.173 раз, использова-
ние GPU RAM на 0.5514 раз и использование оперативной памяти системы
на 1.027 раз по сравнению с набором данных без применения метода(см. Рис.
1). Кроме того, оптимальная настройка датасета с использованием методики
"временных сегментов"является следующим(см. Таблица 1):

num_segments 3
frames_per_segment 1

Таблица 1: Таблица величины оптимальных параметров оъект датасета
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Сюжет литературных произведений обычно сосредоточен вокруг персона-
жей, которые взаимодействуют друг с другом, сближаются или становятся
недругами, поскольку у каждого из них есть цели, желания и особенности
характера. Предыдущие работы по компьютерному литературоведению вклю-
чали в себя две задачи: анализ социальных взаимоотношений персонажей и
анализ тональности или эмоций. В данной работе представлен алгоритм для
автоматического извлечения основных действующих лиц из литературного
произведения и определения эмоций, возникающих в процессе их общения.

При решении задачи определения эмоций, связывающих героев, необходимо
определять эмоции по отношению к заданной цели, что приводит к задаче
таргетированного анализа эмоций [1], который обычно представляет собой
определение эмоций автора текста к выделенной цели. Извлечение эмоций,
взаимодействующих сущностей в тексте, встречается редко.

Предполагается, что методы, используемые при таргетированном анализе
эмоций, возможно применить к задаче определения эмоций двух действующих
лиц в тексте. Ранее это было выполнено для текстов на английском языке,
переносимость результатов на русский язык также является частью исследова-
ния. Ожидается улучшение качества при использовании более современных
моделей.

Для извлечения действующих лиц использовалось существующее решение
задачи распознавания именованных сущностей с последующим объединени-
ем упоминаний, учитывая возможность различных вариантов написания. Для
извлечения эмоций использовалась модель из статьи [2], в основе которой
лежит нейросетевая архитектура GRU, и предобученная модель BERT. На-
боры данных для русского языка, где источниками являются литературные
произведения, и существует разметка эмоций или тональности взаимодействий
действующих лиц не были обнаружены в ходе обзора существующих решений,
поэтому было решено перевести англоязычный набор данных на русский язык.
Удалось получить сопоставимые результаты с решением, приводимым для
английского языка. Применение модели BERT позволило улучшить результаты.

Данная задача отличается от классической постановки задачи извлечения
эмоций, поэтому модель, обученная решать общую задачу извлечения эмоций,
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показывает низкое качество работы. Сильное влияние оказывают окружающие
обстоятельства, которые сказываются на тексте, как и присутствие других
действующих лиц. Использование указаний на интересующие цели помогло
улучшить качество работы.
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ПРЕДОБУЧЕННЫЕ ЯЗЫКОВЫЕ МОДЕЛИ В ЗАДАЧЕ

ИЗВЛЕЧЕНИЯ ВЛОЖЕННЫХ ИМЕНОВАННЫХ СУЩНОСТЕЙ

Лукашевич Наталья Валентиновна, Рожков Игорь Сергеевич
Кафедра алгоритмических языков, e-mail: louk_nat@mail.ru, fulstocky@gmail.com

Введение. Задача распознавания именованных сущностей (Named Entity
Recognition, NER) — это задача поиска фрагментов текста, связанных с некото-
рыми физическими или абстрактными объектами именами, и их классификации
в соответствии с их смысловым классом, таким как, например, человек или
организация. Однако поиск таких сущностей связан с немалым количеством
трудностей и ограничений. Среди них, например, различный характер разметки
таких данных и их малоресурсность.

Среди существующих наборов данных для русского языка большинство не
рассматривало ни одну из вышеуказанных проблем. Совсем недавно возникли
наборы данных NEREL [1], NEREL-BIO [2] и RuNNE [3], которые позволили
рассмотреть указанные ограничения.

Модель машинного чтения. Среди множества подходов к решению за-
дачи была выбрана т. н. модель машинного чтения (Machine Reading
Comprehension, MRC) [4]. Данная модель позволяет переформулировать
задачу извлечения вложенных именованных сущностей как задачу ответа на
вопросы по заданной последовательности слов.

Подсказки. В исследовании рассматривались способы улучшения качества
предсказаний сущностей модели MRC в обоих ограничениях. В том числе были
предложены новые подсказки:

— N самых частотных сущностей или их компонентов

— «Однословные» контекстная, лексическая и структурная
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— «Полные» подсказки для всех внешних (внутренних, вложенных) и мульти-
подходы

Результаты. Эксперименты на ограниченных классах набора данных RuNNE
показали, что использование определений достигает качества в 61.21% по мак-
ро F1-мере, в то время как полная лексическая по всем внешним сущностям
позволяет улучшить его до 63.88%. Такой результат позволяет сделать вы-
вод о том, что модель машинного чтения получает больше семантической
информации из лексических подсказок.

В задаче переноса знаний большинство подсказок позволили получить
результаты лучше, чем при обычном обучении, что говорит о пользе переноса
знаний из другой области.

Представленные результаты исследования были опубликованы в [1, 2, 3, 5, 6].
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ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ ПОДДЕРЖКИ

ПРАКТИКУМА НА МЛАДШИХ КУРСАХ ФАКУЛЬТЕТА ВМК
Новиков Михаил Дмитриевич

Кафедра алгоритмических языков, лаборатория вычислительного практикума и информационных систем, e-mail:
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На факультете ВМК МГУ разрабатываются три системы, предназначенные
для тестирования программ, выполняемых студентами факультета в рамках
практикума на ЭВМ. Эти системы тестируют программы на Паскале, Ассем-
блере и Си, соответственно.

Все три системы проверяют правильность программ в автоматическом
режиме, выполняя их для различных наборов исходных данных и сравнивая
результаты с эталонами.

Разработка первых двух систем, в основном, закончена; разработка третьей
системы начата в 2023 году и будет продолжена. Задачи для тестирования
взяты из книг [1 2 3].

Возможности систем следующие.

1. Можно тестировать как всю программу целиком, так и фрагмент программы.

2. Если по условию задачи программа должна содержать подпрограмму с
заданными свойствами, то производится выделение этой подпрограммы из
программы и отдельное ее тестирование.

3. Производится проверка выполнения в тестируемой программе предъявляе-
мых к ней требований, указанных в [1], [2] и [3].

4. Производится ряд дополнительных проверок: в частности, проверяется
корректность работы с динамической памятью в программах на языке Пас-
каль и корректность работы с областью данных и стеком в программах на
Ассемблере.

Первые две системы тестирования используются в студенческом практикуме
первого курса начиная с 2017 года. Студенты отлаживают свои программы с
помощью этих систем и приносят на проверку уже готовые программы. Тре-
тью систему предполагается использовать на вечернем отделении факультета
начиная с осени 2024 года.

Кроме описанных трёх систем разработана система форматирования про-
грамм на Паскале, которая автоматически разбивает исходный текст программы
на строки в соответствии с принятыми стандартами (каждый оператор размеща-
ется на отдельной строке, используются отступы и т.д.) Эта система облегчает
проверку преподавателями структуры студенческой программы.

Все системы написаны в среде Delphi, могут быть запущены на локальном
компьютере и не требуют выхода в Интернет. Используются трансляторы Pascal
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2.6.4. (в первой системе), MASM 6.14 (во второй системе) и GCC (в третьей
системе).

Последние публикации по теме: [4], [5].
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РАССЧИТЫВАЕМЫХ ПАРАМЕТРОВ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ

ПРОЦЕССОВ НА СЛОЖНЫХ ТЕХНИЧЕСКИХ УСТРОЙСТВАХ
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С развитием современных технологий и сложности технических устройств
появляются программные среды для выполнения различных задач на этих
устройствах. Однако, не всегда можно взять уже разработанные системы для их
эксплуатации в конкретной задаче или эксперименте. Некоторые направления
затрагивают сравнительно узкие сферы, для которых еще не было разработано
соответствующее программное обеспечение. В связи с этим, встает вопрос о
реализации собственных систем, которые должны обеспечивать как удобство
их использования, функциональности, так и эффективность. Данная тенденция
коснулась и программно-информационной среды SIEMNED [1].

Одной из основных сложностей работы с данной системой является невоз-
можность представления на экране пользователя данных, касающихся моде-
лирования процессов на сложных технических устройствах. Эта проблема
значительно увеличивает время проведения экспериментов, усложняет процесс
получения результатов вычислений на различных этапах, а также в изменяю-
щихся условиях.

Существующие на сегодняшний день подходы построения веб-приложений
дают возможность автоматического построения пользовательских интерфейсов
путем построения интерфейса по получаемым данным [2, 3]. Это частично
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упрощает реализацию автоматического построения интерфейса, однако все еще
требует максимального описания каждого из используемых html-элементов. В
данной работе предлагается перенести процесс построения пользовательского
интерфейса на автоматизированное программное решение, которое использует
получаемую конфигурацию для автоматического наполнения необходимых
параметров элементов.

В рамках работы реализовано решение автоматизированного построения
пользовательского интерфейса с помощью фреймворка Vue.js в виде трех
последовательных этапов – осуществлен поиск методов для построения поль-
зовательских интерфейсов, разработан способ автоматического построения
функционала и получена его непосредственная реализация. Такое решение по-
могает в значительной степени упростить разработку программного продукта,
проводить оптимизацию существующего кода и наращивание функционально-
сти, сокращая время реализации автоматического построения интерфейсов.
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Онтологии являются одной из моделей представления знаний различных
предметных областей. Автоматизация трудоемкого процесса создания и попол-
нения онтологий — актуальная задача направления автоматической обработки
текстов и анализа данных. Задача извлечения терминов и их семантических
связей из текстов для построения онтологий имеет два основных подхода к
решению: основанный на правилах (инженерный) и основанный на машинном
обучении (нейросетевой).

В данной работе проведен эксперимент по применению этих подходов для
извлечения терминов и отношений из русскоязычных текстов выбранной пред-
метной области. В качестве инженерного подхода использовались шаблоны
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и правила, написанные на языке LSPL [1]. В качестве нейросетевого подхода
выбрана предобученная нейросетевая модель mREBEL [2], являющаяся много-
язычной и обученная для задачи извлечения триплетов «субъект — отношение —
объект».

Для применения выбранных методов и обработки полученных результатов
создано программное средство на языке Python с использованием возможностей
библиотек lxml, razdel, pymorphy2. Дополнительно разработано и реализовано
программное средство, позволяющее автоматически создавать для отобранных
триплетов код на языке OWL, представляющий собой формальное описание
онтологии предметной области.

Полученные результаты проанализированы, оценена полнота и точность
извлечения триплетов из отобранных для выбранной предметной области
документов каждым из методов. Предложен метод отбора триплетов для после-
дующей автоматизированной обработки экспертом.

Результаты извлечения триплетов были использованы для построения поня-
тийной онтологии архитектурных терминов. Получена оценка полноты постро-
енной онтологии с привлечением экспертов данной предметной области.

Полученные в данной работе результаты могут быть использованы для
автоматизации построения онтологий предметных областей на основе русско-
язычных текстов заданной предметной области, что позволит сократить время
работы экспертов в ходе создания таких онтологий.
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Синтаксические анализаторы естественных языков возвращают информа-
цию о синтаксических связях между словами в предложении. В данной работе
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рассматриваются анализаторы, сохраняющие эту информацию в виде дерева
зависимостей.

Среди синтаксических анализаторов выделяют группу анализаторов на ос-
нове переходов. В таких анализаторах синтаксический анализ происходит за
один проход по предложению слева направо. Для разбора используются две
вспомогательные структуры: очередь непросмотренных токенов (слов или зна-
ков препинания) и стек просмотренных токенов. Изначально очередь содержит
все слова и знаки препинания предложения. В дерево зависимостей могут быть
добавлены ребра (и соответствующие вершины-токены) между токенами из
очереди и стека. Добавление ребер в дерево зависимостей, перемещение слов
между очередью и стеком происходит по определенным правилам, называемым
переходами.

В синтаксических анализаторах на основе переходов синтаксический анализ
сводится к построению цепочки переходов, а предсказание переходов сводится
к задаче классификации. В большинстве анализаторов для предсказания пере-
хода используется машинное обучение, в частности нейронные сети (например,
в анализаторах UDPipe1.0 [1], StafordCoreNLP [2], uuparser [3]).

Классификатор должен предсказывать переход на основе стека, очереди
и частично-построенного дерева зависимостей. Однако в датасетах хранятся
деревья зависимостей, поэтому напрямую вычислить функцию потерь невоз-
можно. Существуют два подхода для решения этой проблемы: 1. вычисление
функции потерь шарнира (hinge loss), 2. предварительная трансформация де-
рева зависимостей в цепочку переходов и вычисление функции потерь по
предсказанному переходу и соответствующему переходу из цепочки (на основе
дерева зависимостей может быть получено несколько цепочек переходов, в
различных анализаторах выбор цепочки происходит по-разному).

Например, в анализаторе uuparser используется функция потерь шарнира. А
в StanfordCoreNLP создается обучающая выборка пар (конфигурация, переход).
Для ее создания используется прием «наиболее короткий стек».

Обучение классификатора в анализаторе на основе переходов является
одним из основных этапов создания анализатора. Выбор способа обучения
классификатора влияет на качество работы анализатора и его скорость.
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РАЗРАБОТКА И ИССЛЕДОВАНИЕ ГЕНЕРАТОРОВ

ПСЕВДОСЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ НА ОСНОВЕ

ДИНАМИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

Шеханов Алексей Сергеевич, Полякова Ирина Николаевна
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Разработка генераторов псевдослучайных чисел (ГПСЧ) является актуальной
задачей на сегодняшний день, поскольку ГПСЧ используются повсюду, от
научных исследований, до игровой индустрии.

Существует множество алгоритмов генерации псевдослучайных чисел, но у
каждого из них есть свои положительные стороны и недостатки. В каких-то
случаях нужна наиболее возможная криптографическая стойкость, в каких-то
наибольшая скорость генерации чисел, именно поэтому стоит уделять должное
внимание выбору ГПСЧ для конкретной задачи. В данной работе основной
целью является разработка генератора, который будет давать наибольшую
степень случайности.

В рамках работы рассматриваются два метода построения генераторов
псевдослучайных чисел.

Первый - с помощью логистического отображения:

xn+1 = 4 ∗ r ∗ xn ∗ (xn − 1)

И второй - на основе теоремы Вейля:
Обозначим через {x} дробную часть числа x. Если ξ — иррациональное

число, то последовательность {ξ}, {2ξ}, {3ξ}, . . . , {nξ}, . . . равномерно
распределена в (0; 1). [1]

В качестве ξ рассматриваются иррациональные непериодические числа,
такие как

√
2, π, e, ln(2), для получения наибольшей степени случайности.

Также предлагается метод тестирования и сравнения ГПСЧ на основе эн-
тропии. [2]

Предложенные генераторы псевдослучайных чисел сравниваются с линей-
ным конгруэнтным генератором и вихрем Мерсенна. Все они тестируются с
помощью теста на основе энтропии и гистограммы распределения. Результаты
визуализируются на графиках и диаграммах.

Авторы выражают благодарность Ульянову М. В. за постановку задачи и
участие в получении результатов.
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ОБРАБОТКИ ДАННЫХ В РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СИСТЕМАХ

ПОДДЕРЖКИ НАУЧНЫХ ПРОЕКТОВ КЛАССА МЕГАСАЙЕНС
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Современные научные установки класса мегасайенс, такие как Большой
адронный коллайдер (LHC) ‖ в европейском центре ядерных исследований
(CERN), сверхпроводящий коллайдер протонов и тяжёлых ионов (Nuclotron-
based Ion Collider fAcility, NICA) ∗∗ в г. Дубна, центр коллективного поль-
зования «Сибирский кольцевой источник фотонов» (ЦКП «СКИФ», Россия,
Новосибирск) †† и другие, предполагают наличие крупномастшабной вычисли-
тельной инфраструктуры для хранения и обработки большого объёма данных,
поступающих с этих установок и генерируемых в процессе научных исследова-
ний. Как правило, в качестве вычислительной инфраструктуры используются
распределённые системы, суперкомпьютеры или гибридные среды. Данное
исследование сфокусировано на распределенных системах грид, отличающихся
от кластеров наличием большого количества территориально разрозненных
и гетерогенных узлов. Объём данных и количество пользовательских задач в
современных экспериментах становится всё больше, что требует разработки
новых методов автоматизации управления данными, обеспечивающих опти-
мальную балансировку и эффективность функционирования вычислительных
инфраструктур.

В многопользовательской системе к различным наборам данных обращаются
с разной интенсивностью. Более востребованные данные подлежат репликации
(дублированнию на многих узлах распределённой системы) и кэшированию в
большей степени, в то время как редко используемые данные подлежат архи-
вированию в долговременных хранилищах данных. Такой подход называется
управлением данными, основанным на их популярности, где под популярно-
стью понимается количество и частота обращений к данным. В настоящий

‖The Large Hadron Collider. https://home.cern/science/accelerators/large-hadron-collid
er.

∗∗Мегапроект «Комплекс NICA». https://nica.jinr.ru/.
††ЦКП СКИФ. https://srf-skif.ru/
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момент такое управление данными автоматизированно не полностью. Так,
например, в распределённой системе поддержки экспериментов CERN, задача
предсказания популярности данных среди пользователей является нетриви-
альной и активно исследуюется [1]. Помимо этого, для более эффективного
управления распределенными ресурсами, полезна предсказуемость загружен-
ности вычислительных центров различными вычислительными задачами. Это
позволит своевременно принимать решения относительно управления ресур-
сами и может быть использовано планировщиками при распределении задач
по узлам распределенной системы. Решение перечисленных задач относится
к области предиктивной аналитики, и требует большого объема накопленной
статистики и разработки различных моделей, связанных с анализом временных
рядов.

В рамках данной работы разрабатываются и реализуются методы прогнози-
рования популярности наборов данных среди пользователей, а также методы
прогнозирования загруженности центров обработки данных распределённой
системы. Применимость этих методов исследуется на примере распределённой
системы Worldwide LHC Computing Grid (WLCG) для данных эксперимента
ATLAS (A Toroidal LHC Apparatus) в CERN, что позволяет выполнять тре-
нировку моделей на большом срезе данных, хранящихся в информационных
системах эксперимента за многие годы его функционирования. Различные
аспекты выполненных работ представлены в рейтинговых рецензируемых
журналах [2,3]. Предложенные методы позволяют предсказывать популяр-
ность данных и загруженность очередей задач на вычислительных ресурсах с
приемлемой точностью на отдельных выборках, прошедших предобработку.
Планируется реализация программных компонент, обеспечивающих периоди-
ческое дообучеение моделей на вновь поступающих данных, и использование
предсказаний в мониторинге эксперимента. Предложенные методики прогнози-
рования могут быть использованы в широком диапазоне научных приложений,
инфраструктурно связанных с крупными распределенными системами.
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Моделирование квантовых процессов является одной из важнейших об-
ластей применения супркомпьютеров. Даже расчеты конфигураций сложных
молекул: белков и нуклеиновых кислот требуют применения высокопроиз-
водительных вычислений. В данной работе мы приведем типичный пример
суперкомпьютерного решения подобных задач, опирающихся на стандартные
модели квантовой электродинамики (КЭД) [1, 2].

Мы предполагаем модифицированную версию модели Джейнса–Каммингса–
Хаббарда, в которой фотон взаимодействует с большим количеством опти-
ческих полостей, образующих двумерную плоскость. Плоскость оптических
резонаторов показана на рис. 1 (а), где полость соединен с другими только
посредством оптических волокон. В системе имеется только один свободный
фотон, и он может туннелировать из одной полости в другую с туннельных
сил ζ1, ζ2, ζ3, соответствующих различным расстояниям. Утечка фотонов не
рассматривается, поэтому система закрыта. Мы предполагаем две ситуации и
результаты показаны на рис. 1 (b) и (c) соответственно:

— Значение силы постоянно, ζ1 = ζ2 = ζ3;

— Значение силы уменьшается с увеличением расстояния, например:
ζ2 =

ζ1√
2
, ζ3 =

ζ1
2 .

ζ3

(b)

(a)

(c)

(b) (c)

ζ2

ζ1

Рис. 1: Модель и результаты.

Мы используем алгоритм Кэннона [3] для распараллеливания алгоритма и
получаем ускорение при различных стратегиях параллельных вычислений, как
показано в таб. 1. Вычислительная задача состоит из двух этапов. Во-первых,
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с помощью ряда Тейлора получить следующие приближенные решения

L = exp

(
− i

ℏ
Hdt

)
≈

[
n∑

k=0

(− i
ℏHdt)

k

k!

]
(1)

R = exp

(
i

ℏ
Hdt

)
≈

[
n∑

k=0

( iℏHdt)
k

k!

]
(2)

где H — Гамильтониан, ℏ — приведенная постоянная Планка. Во-вторых,
получить унитарную эволюцию зависящую от времени

ρ (t+ dt) = Lρ (t)R (3)

Стратегия

Ускорение Этап
Аппроксимация Тейлора Унитарная эволюция

Без MPI 1.000 1.000
3× 3 = 9 ядер 4.321 4.220
7× 7 = 49 ядер 0.747 0.836
9× 9 = 81 ядро 0.896 0.841

Таб. 1: Сравнение ускорения различных стратегий распределенных вычисле-
ний.

Авторы выражают признательность центру коллективного использования
ресурсов ультравысокопроизводительных вычислений (https://www.parallel.ru/)
в МГУ за предоставление суперкомпьютерных ресурсов, которые способство-
вали результаты исследования, представленные в тезисе.
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При решении задач численного моделирования часто возникает необхо-
димость нахождения решения систем линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ). Эта подзадача может занимать значительную часть всего времени
вычислений, что делает проблему эффективной реализации поиска решения
особенно актуальной.

Для решения возникающих СЛАУ часто применяются различные итераци-
онные численные методы [1]. Один из способов увеличить производительность
применяемых методов – использование вычислений с пониженной (одинарной)
точностью [2]. Однако, такой подход может привести к ухудшению фактической
сходимости метода и повлиять на точность полученного решения.

В настоящей работе обсуждается метод итерационного уточнения [3] для
решения СЛАУ. Процедура заключается в использовании двух итерационных
методов: вложенного, выполняющего вычисления с пониженной точностью и
внешнего, выполняющего вычисления с двойной точностью. Вложенный алго-
ритм используется для нахождения вектора решения в пониженной точности, а
внешний алгоритм – для обновления вектора решения и вычисления невязки
уже в двойной точности.

Рассматриваемая процедура ранее была реализована в библиотеке числен-
ных методов XAMG [4, 5] на CPU. Однако, для ускорения вычислений пред-
ставляет практический интерес использование графических ускорителей. В
докладе будут представлены результаты реализации и тестирования метода,
реализованного на GPU и примененного для решения СЛАУ.
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ЭФФЕКТИВНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ПОИСКОВЫХ ЗАПРОСОВ В
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Развитие технологий трёхмерного сканирования вызвало повышенный инте-
рес к обработке цифровых изображений особого рода - так называемых облаков
точек. Облако точек представляет собой набор точек трёхмерного простран-
ства, составляющих цифровой образ поверхности некоторого предмета.

Весьма актуальной задачей является поиск наиболее похожего объекта в
большой коллекции облаков точек. В частности, это важно для распознавания
объектов. При поиске происходит сравнение исследуемого облака точек и объ-
екта из коллекции для выяснения степени их сходства. Традиционно для этой
цели используется симметричное расстояние Хаусдорфа. Однако оно весьма
чувствительна даже к небольшим изменениям облака. В связи с этим необходи-
мо предварительное выравнивание трёхмерных изображений, т.е. поиск такого
их взаимного положения, при котором расстояние между ними становится
минимально возможно.

В данной работе рассматривается параллельный алгоритм выравнивания
облаков точек, в основу которого положен метод итеративного подбора бли-
жайшей точки ICP[1]. Распараллеливание было выполнено с помощью GPU.
Исследование эффективности проводилось на большой коллекции трёхмерных
сканов. Показано преимущество рассматриваемого алгоритма над выравни-
ванием с помощью анализа главных компонент PCA [2] в плане точности
совмещения двух облаков точек друг с другом.
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ОБ АНАЛИЗЕ ТРЁХМЕРНЫХ ЦИФРОВЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

С ПОМОЩЬЮ РАЗБИЕНИЯ НА ПРИМИТИВЫ

Никольский Илья Михайлович, Сайбель Тимофей Александрович
Кафедра суперкомпьютеров и квантовой информатики, e-mail: nikolsky@cs.msu.ru,
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В последние годы, с развитием трёхмерных технологий сканирования и
увеличением мощности вычислительных систем, появилась возможность непо-
средственного получения трёхмерных цифровых копий объектов окружающего
мира. Эти копии представляют собой наборы точек пространства R3 (так на-
зываемые облака точек). В нашем докладе предлагается метод распознавания
объектов, представленных облаками точек, на основе графа геометрических
примитивов (простейших геометрических форм). Распознавание в нашем ал-
горитме производится путём поиска в имеющейся базе объекта, наиболее
похожего на анализируемый объект. При этом каждый объект представляется
в виде графа примитивов — размеченного графа, в котором каждая вершина
отвечает одному из составляющих объект примитивов (тип примитива обозна-
чается соответствующей пометкой), а наличие ребра между двумя вершинами
означает инцидентность соответствующих примитивов. Такое представление
объекта используется, в частности, в обратной инженерии[1] и соответствует
человеческому восприятию формы объекта в виде набора частей и их взаимно-
го расположения в пространстве[2]. Ещё одним достоинством представления
в виде графа примитивов является его инвариантность к поворотам, что ис-
ключает необходимость выполнения ресурсоёмкой операции выравнивания
объектов. Разбиение облака на примитивы производится с помощью алго-
ритма RANSAC (Random Sample Consensus)[3], основанном на итеративной
рандомизации выборки точек и оценке параметров геометрических примити-
вов. Преимуществами RANSAC являются высокая скорость работы, точность
выделения геометрических примитивов и способность работать с большими
объемами данных. В отличие от многих работ, где выделяются всего три вида
примитивов (плоскость, цилиндр, сфера), в данной работе рассматривается
набор из пяти простейших форм - плоскость, цилиндр, сфера, конус и тор.
Сравнение двух объектов сводится к сравнению соответствующих графов при-
митивов. В предлагаемой работе в качестве меры схожести двух размеченных
графов используется расстояние Левенштейна[4].
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СМЕРЧА И УРАВНЕНИЯ

НАВЬЕ–СТОКСА
Баев Андрей Владимирович

Кафедра математической физики, e-mail: drbaev@mail.ru

На основе уравнений непрерывности и движения неоднородной жидкости
предложена модель зарождения и развития смерча. Доказано, что основой суще-
ствования смерча является высокая скорость вращения воздуха, что порождает
большой перепад между внешним давлением и давлением во внутренней по-
лости вихря. Установлено, что вязкость воздуха играет существенную роль
в математической модели явления. В модели реально наблюдаемого смерча
следует учитывать влияние земного тяготения.

Результат математического моделирования получен в форме установивше-
гося автомодельного решения, т. е. сохраняющего пространственные формы
при изменении во времени. Показано, что такое решение устойчиво или ха-
рактеризуется медленным изменением. Предложенная математическая модель
свободного движения газа позволяет объяснить и количественно описать про-
цессы зарождения и развития такого природного атмосферного явления как
смерч.

Из полученных результатов можно сделать следующие выводы.
1. Смерч возникает при движения вниз вихря, зарождающегося в верхних

слоях атмосферы и вращающегося с высокой скоростью. Такое движение
происходит автомодельно и продолжается с нарастающей скоростью вплоть до
поверхности земли.

2. Развитие смерча после достижения им земной поверхности является
практически стационарным процессом. Исключением является тонкий погра-
ничный слой, который гарантирует выполнение граничных условий на земной
поверхности.

3. Внешняя форма смерча определяется скоростью вращения. Эта зависи-
мость нелинейна и определяется источником возбуждения в верхних слоях
атмосферы. Из этого следует, что нельзя указать единую для всех вихрей
геометрическую форму.
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4. Внутри полости смерча возникает заметное уменьшение (порядка 10–
20%) давления по сравнению с регулярным давлением на той же высоте. Это
вызывает в полости смерча вертикальный восходящий поток газо-пылевой
смеси, а на море — воды.

5. В обычных атмосферных условиях причиной исчезновения смерча явля-
ется не вязкое трение, а отключение внешних сил в верхних слоях атмосферы.
Однако наличие вязкости важно и лежит в основе предложенной математиче-
ской модели.

ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛИ КОНФОКАЛЬНОЙ

ОПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Бажитов Сергей Денисович, Разгулин Александр Витальевич1, Ларичев
Андрей Викторович2

1 Кафедра математической физики, e-mail: cbajitov@gmail.com, razgulin@cs.msu.ru
2 Кафедра медицинской физики, e-mail: larichev@optics.ru

Конфокальные оптические системы широко используются в микроскопии
для исследования объектов различной природы, поскольку по сравнению с
широкоугольными системами обладают лучшим разрешением при секциони-
ровании по глубине. Особенность конфокальной схемы заключается в том,
что объект освещается небольшим пятном света, а отраженный сигнал от
этого пятна собирается светочувствительным детектором. Перемещая источник
света, можно считывать информацию из разных частей объекта в поперечном
направлении и по глубине, что актуально для задач медицинской диагностики
полупрозрачных живых структур in vivo.

В последнее время конфокальные системы находят применение в офтальмо-
логии [1]. В литературе в основном изучаются классические схемы оптической
микроскопии и строятся их математические модели (см., например, [2]). Од-
нако этих фундаментальных исследований обычно бывает недостаточно для
непосредственного исследования моделей конкретных конфокальных систем,
например, применяющихся в офтальмологических системах диагностики на
основе адаптивной оптики. В этом случае приходится учитывать достаточно
тонкую специфику оптической схемы, однако и получающаяся на этом пути
математическая модель является наиболее адекватной физическому устрой-
ству, что позволяет эффективно проводить его исследование и оптимизацию
параметров, влияющих на продольное и поперечное разрешение.

В докладе обсуждаются результаты численного исследования конфокальной
оптической системы в задаче оптического секционирования трехмерного полу-
прозрачного объекта для задач офтальмологии. Анализируется влияние размера
детектора на захваченную интенсивность изображения. Оценивается количе-
ство слоев трехмерного объекта, которые можно секционировать по глубине.
Проводятся исследования влияния аберраций (астигматизм, кома и сферическая
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аберрации) на зарегистрированную интенсивность объекта. Показана эффек-
тивность конфокальной системы для задачи оптического секционирования.
Моделированием прямой задачи получен оптимальный размер детектора, при
котором влияние слоев вне фокуса минимально. Продемонстрировано, что
аберрации высшего порядка не влияют на распознавательную способность
конфокальной системы.

Работа выполнена при поддержке МНОШ МГУ «Фотонные и квантовые
технологии. Цифровая медицина», соглашение № 23-Ш06-20.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

[1] Bille J. F. High Resolution Imaging in Microscopy and Ophthalmology. New
Frontiers in Biomedical Optics series, Springer, 2019.

[2] Gu M. Principles of Three-Dimensional Imaging in Confocal Microscopes.
World Scientific, Singapore, 1996.

ОБРАТНАЯ ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИНГУЛЯРНО

ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ

Денисов Александр Михайлович, Соловьева Светлана Ивановна
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Рассматривается начально-краевая задача для сингулярно возмущенной
системы уравнений в частных производных

νux(x, t) + εut(x, t) + εat(x, t) = Duxx(x, t), (x, t) ∈ Qt0, (1)

at(x, t) = γ(u(x, t)− a(x, t)), (x, t) ∈ Qt0, (2)

u(0, t) = µ(t), 0 ⩽ t ⩽ t0, (3)

u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ t0, (4)

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l, (5)

a(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l, (6)
где Qt0 = {(x, t) : 0 ⩽ x ⩽ l, 0 ⩽ t ⩽ t0}, ν, ε, D, γ - положительные
постоянные, ε - малый параметр, ε < 1.

Формулируется следующая обратная задача. Пусть постоянные ν, ε, D, γ
заданы, а функция µ(t) неизвестна. Требуется определить µ(t), если задана
дополнительная информация о решении задачи (1)-(6)

u(x0, t) = g(t), 0 ⩽ t ⩽ t0,

где x0 - заданное число, x0 ∈ (0, l) , а g(t) - известная функция.
Предлагаются методы построения приближенных решений обратной задачи,

основанные на использовании разложения решения начально-краевой задачи
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(1)-(6) по малому параметру ε. Приводятся оценки погрешности приближенных
решений и результаты вычислительных экспериментов по решению обратной
задачи.

НЕЙРОСЕТЕВОЙ НЕЛОКАЛЬНЫЙ МЕТОД ДЛЯ ЗАДАЧИ

СОВМЕЩЕНИЯ БИОМЕДИЦИНСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

Дроздов Никита Александрович, Сорокин Дмитрий Васильевич
Кафедра математической физики, лаборатория математических методов обработки изображений, e-mail:

drozdovna@my.msu.ru, dsorokin@cs.msu.ru

Совмещение – одна из ключевых задач в области обработки биомедицинских
изображений. В последние годы набирают популярность методы совмещения
изображений, основанные на нейронных сетях. Однако, нейросетевый модели
для входных данных большого размера (например, микроскопия или МРТ
мозга) требуют значительных вычислительных ресурсов при обучении. В
данной работе предложен нейросетевой нелокальный метод для совмещения
биомедицинских изображений. Главной особенностью предложенного подхода
является возможность производить совмещение на разных разрешениях без
существенной потери точности. Это позволяет уменьшить вычислительную
сложность обучения нейронной сети.

Нейросетевой метод совмещения на основе нейронного оператора Фурье
(Fourier Neural Operator, FNO). Преобразование, применяемое к изображе-
нию в ходе совмещения, можно параметризовать с помощью векторного поля
деформации. Нейросетевые модели для совмещения изображений тренируются
предсказывать это поле на обучающей выборке [1]. Архитектуры таких моде-
лей в основном являются производными от двух классических нейросетевых
архитектур – сверточной нейронной сети и "трансформера". В обоих случаях
работа модели на разных разрешениях не представляется возможным в ви-
ду технических ограничений модели или слишком большой потери качества
совмещения.

Предложенный нами подход основан на архитектуре FNO [2]. Данная модель
предназначена для аппроксимации непрерывных нелинейных операторов, при
этом информация о структуре оператора не требуется. Принцип работы FNO
состоит в приближенном нахождении решения операторного уравнения Lu = f
на области Ω через интегральное представление точного решения с помощью
функции Грина:

u(x) =

∫
Ω

G(x, s)f(s) ds .

Решение находится через следующий итерационный процесс:

ut+1(x) := σ (Wtut(x) + (Kut)(x)) , (1)
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где (Kut)(x) :=
∫
Ω κ(x − y)ut(y), а Wt и κ являются обучаемыми преобразо-

ваниями. Оператор K является сверточным. Применяя теорему о свертке, мы
можем параметризовать этот оператор сразу в частотной области. Таким обра-
зом можно моделировать нелокальные сверточные ядра, которые существенно
меньше зависят от входного разрешения изображений.

Нами была предложена модификация стандартной архитектуры FNO для
задачи совмещения, названная FNOReg. Обе модели на основе FNO вместе
с классическими архитектурами для совмещения были протестированы на
трехмерных снимках МРТ мозга из набора данных OASIS-1 [3], где в качестве
метрики качества используется метрика Dice для масок сегментации различных
отделов мозга. Результаты работы предложенного алгоритма в сравнении с
существующими методами приведены в таблице 2.

Модель #параметров Dice on 1x Dice on 0.5x
Initial (only affine) - 0.544 0.544
Fourier-Net (small) 1.4M 0.757 0.611

Fourier-Net 6.1M 0.761 0.571
Deep Autoencoder 13.5M 0.777 0.572

VoxelMorph 21.1M 0.771 -
FNO (small) 1.3M 0.751 0.746

FNOReg (small) 1.3M 0.753 0.751
FNO (medium) 10.0M 0.766 0.762

FNOReg (medium) 10.0M 0.769 0.763
FNO (large) 22.8M 0.769 0.766

FNOReg (large) 22.8M 0.775 0.772

Таблица 2: Результаты экспериментов

Показано, что потери качества при обучении на изображениях меньшего
размера у архитектур на основе FNO составили менее 1%, а других архитек-
тур – 15-20%. При этом модель FNOReg показала более высокое качество
совмещение, чем классическая модель FNO.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда №
22-41-02002.
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Введение. В данной работе рассматривается применение метода [1] в задаче
дифракции света на объектах эллипсоидальной формы в свободном простран-
стве. Интегральное уравнение решается в спектральной области с применением
теоремы отсчётов и быстрых алгоритмов вычисления свёрток. На основе по-
лученного решения анализируется диаграмма рассеяния эллипсоидальных
частиц с различным соотношением полуосей. Особенностью метода является
отсутствие сингулярности в ядре интегрального уравнения. Кроме того, метод
предлагает удобную формулу для вычисления диаграммы рассеяния.

Описание работы. Для однородного рассеивателя V с диэлектрической про-
ницаемость ε1 и достаточно гладкой границей, расположенного в однородном
пространстве с диэлектрической проницаемостью ε0 задача рассеяния сводится
к интегральному уравнению [2]:

E(M0) +

∫
V

(k20 − k21)G(M,M0)E(M)dVM = E0(M0),M0 ∈ V (1)

Где E0 — поле плоской электромагнитной волны, падающей на рассеиватель
под углом θ0, k2i = k2εi, i = 0, 1— квадраты соответствующих волновых чисел,
G(M,M0)— функция Грина свободного пространства. Переходя в спектраль-
ную область, получим векторное уравнение:

V̂ +
1

(2π)3
[K̂ ∗ (ĜV̂)] = V̂

0
(2)

Здесь V̂, K̂, Ĝ, V̂
0
— Фурье-образы соответственно решения уравнения, функ-

ции области, функции Грина и Фурье-образ падающего поля. Полученное
уравнение типа свёртки решается методом обобщённых невязок GMRES в
системе MATLAB. На основе полученного решения можно выписать представ-
ление для диаграммы рассеяния:

Esc(θ, ϕ) =
eik0R

4Rπ
(k21 − k20)ḠV̂ (k0 sin θ cosϕ, k0 sin θ sinϕ, k0 cos θ) (3)

Как следует из (3), для вычисления диаграммы не требуется никаких допол-
нительных преобразований. В работе получены диаграммы рассеяния для
сфероидальных частиц с различными параметрами. Сравнение с аналогичными
результатами, полученными методом дискретных источников [3], показало
хорошее соответствие.
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СООТНОШЕНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ

СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА СИСТЕМЫ ТРЕХ НЕЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ ШРЕДИНГЕРА И СООТВЕТСТВУЮЩЕЙ ЕЙ

СИСТЕМЫ, ПОЛУЧЕННОЙ НА ОСНОВЕ

MULTISCALE-МЕТОДА
Харитонов Дмитрий Михайлович1, Трофимов Вячеслав Анатольевич2

1 Кафедра математической физики, e-mail: dmitrykharitonov@cs.msu.ru
2 Shieng-Ming Wu School of Intelligent Engineering of SCUT, Guangzhou, China, e-mail: trofimov@scut.edu.cn

Метод многомасштабного разложения (multiscale expansion) широко исполь-
зуется при изучении нелинейного уравнения Шрёдингера [1,2] и системах
нелинейных уравнений Шрёдингера [3]. Данный метод позволяет получить
систему уравнений (далее называемую нами модифицированной), решение
которой, как правило, аппроксимирует решение исходной системы с высо-
кой точностью. Однако, при некоторых значениях параметров системы или
начальных условиях расхождение между решениями значительно и проявля-
ется при небольших значениях переменной, связанной с многомасштабным
разложением.

В данной работе рассматривается система нелинейных уравнений Шрёдин-
гера, описывающую взаимодействие оптических волн на частотах ω, 2ω, 3ω
в среде с квадратичной нелинейностью в приближении длинных импульсов,
т.е учитывается изменение комплексных амплитуд взаимодействующих волн
только вдоль координаты z - координаты, вдоль которой распространяются
оптические волны). Особенность применимости метода многомасштабного
разложения исследуется для решения специального вида: модули комплексных



206 Харитонов Д. М., Трофимов В. А.

амплитуд неизменны при распространении волн, а их фазы изменяются по
линейному закону. При этом коэффициенты при z пропорциональны частотам
взаимодействующих волн.

Анализ подобных решений исходной и модифицированной системы, за-
писанной для слагаемых порядка O(1), показал следующее: 1) Количество
решений задач совпадает. 2) Отношения модулей комплексных амплитуд волн
на частотах ω и 3ω совпадают для обеих систем. 3) Решения различаются
по амплитуде волны на частоте 2ω поскольку в модифицированной системе
слагаемое разложения порядка O(1) для этой волны отсутствует. Решение ис-
ходной системы содержит ненулевую амплитуду волны на удвоенной частоте,
имеющую порядок малости, соответствующий малому параметру.

Таким образом, в начальном сечении решения специального вида исходной
и модифицированной систем близки друг к другу и каждое из решений можно
рассматривать как возмущение по отношению к другому, и вопрос применимо-
сти метода многомасштабного разложения сводится к вопросу устойчивости
решения специального типа.

Данное утверждение подтверждено анализом устойчивости решения спе-
циального типа модифицированной системы и результатами компьютерного
моделирования: если ее решение неустойчиво, то в его окрестности различие
между решениями исходной и модифицированной систем существенно. В
противном случае различие между решениями соответствует порядку малости.

Д.М. Харитонов благодарит Московский центр фундаментальной и приклад-
ной математики (соглашение № 075-15-2022-284) за финансовую поддержку
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